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Prefacio

La necesidad de acudir a herramientas estadisticas para el analisis de datos en todas
las areas del conocimiento, ha hecho que aparezcan con el correr de los afios nuevas
metodologias que, no obstante se centran en fundamentos probabilisticos comunes, son
especificas para cada una de las diversas disciplinas del saber. Algunos ejemplos son, entre
otros, la econometria, psicometria o la bioestadistica. La gran relevancia que tiene
actualmente a nivel mundial el tema ambiental ha hecho que los profesionales en estadistica
encaminen esfuerzos en el desarrollo de nuevas técnicas apropiadas para el andlisis de
informacion enmarcada dentro de este contexto. Como consecuencia de este impulso
surgid6 una nueva rama de la estadistica, denominada environmetrics (estadistica
ambiental). Dentro de esta ultima, los métodos geoestadisticos juegan un papel
preponderante.

El presente documento tiene como proposito servir de consulta a gedlogos,
biologos, ecologos, agronomos, ingenieros, meteordlogos y todos aquellos profesionales
que se encargan del estudio de informaciéon ambiental georreferenciada. Se toma como
base para las aplicaciones informacion de variables fisicoquimicas y bioldgicas medidas en
un estuario ubicado en la costa norte de Colombia. La razén fundamental para lo anterior,
es que este escrito es uno de los resultados centrales de un proyecto de investigacion', cuyo
objetivo fundamental fue el de evaluar la aplicabilidad de algunos procedimientos
estadisticos en el andlisis de datos medidos en este tipo de ecosistemas.

El documento tiene un enfoque tedrico-practico. Para el seguimiento completo de la
teoria descrita se requiere tener conocimientos basicos de algebra de matrices y de
estadistica matematica. Sin embargo aquellas personas que estén poco familiarizadas con
estos temas, podran obviar la lectura de algunas secciones en las que se hacen desarrollos
teoricos y centrar su atenciéon en la filosofia de los métodos presentados y en las
aplicaciones mostradas en cada uno de los capitulos del documento. Una resumen no
exhaustivo de conceptos de algebra lineal y de estadistica es hecho al final en el apéndice.

No obstante en el escrito se cubren diversos temas geoestadisticos y se hacen
aplicaciones de métodos recientes, es necesario acudir a la lectura de articulos cientificos y
textos avanzados para lograr un buen dominio de esta metodologia. Un libro formal desde
el punto de vista matematico con aplicaciones en diversas disciplinas es Cressie (1993).
Otras referencias pueden ser tomadas de la bibliografia.

! Proyecto "Analisis y aplicacion de técnicas geoestadisticas en la modelaciéon de procesos estocasticos
relacionados con variables ecoldgicas en ambientes estuarinos", cofinanciado por INVEMAR vy
COLCIENCIAS.



Introduccion

El estudio de fendmenos con correlacion espacial, por medio de métodos
geoestadisticos, surgi6 a partir de los afios sesenta, especialmente con el proposito de
predecir valores de las variables en sitios no muestreados. Como antecedentes suelen
citarse trabajos de Sichel (1947; 1949) y Krige (1951). El primero observé la naturaleza
asimétrica de la distribucion del contenido de oro en las minas surafricanas, la equipard a
una distribucion de probabilidad lognormal y desarrolld las féormulas basicas para esta
distribucion. Ello permiti6é una primera estimacion de las reservas, pero bajo el supuesto de
que las mediciones eran independientes, en clara contradiccion con la experiencia de que
existen “zonas” mads ricas que otras. Una primera aproximacion a la solucion de este
problema fue dada por gedlogo G. Krige que propuso una variante del método de medias
moviles, el cual puede considerarse como el equivalente al krigeado simple que, como se
verd mas adelante, es uno de los métodos de estimacion lineal en el espacio con mayores
cualidades teoricas. La formulacion rigurosa y la solucién al problema de prediccion
(estimacion en muchos textos geoestadisticos) vino de la mano de Matheron (1962) en la
escuela de minas de Paris. En los afios sucesivos la teoria se fue depurando, ampliando su
campo de validez y reduciendo las hipdtesis necesarias (Samper y Carrera, 1990). De la
mineria las técnicas geoestadisticas, se han "exportado" a muchos otros campos como
hidrologia, fisica del suelo, ciencias de la tierra y mas recientemente al monitoreo
ambiental y al procesamiento de imagenes de satélite.

Aunque la aplicacion de la herramienta geoestadistica es bastante reciente, son
innumerables los ejemplos en los que se ha utilizado esta técnica en estudios ambientales
con el animo de predecir fendmenos espaciales (Robertson, 1987; Cressie y Majure, 1995;
Diggle et al., 1995). La columna vertebral del analisis geoestadistico es la determinacion
de la estructura de autocorrelacion entre los datos y su uso en la prediccion a través de las
técnicas conocidas como kriging y cokriging. Otros temas importantes dentro del estudio
de informacion georreferenciada son el disefio de redes de muestreo (McBratney et al.,
1981), la geoestadistica multivariada (Wackernagel, 1995) y la simulacion (Deutsh y
Journel, 1992).

La geoestadistica es solo una las areas del analisis de datos espaciales. Es
importante reconocer cuando la informacién georreferenciada es susceptible de ser
analizada por medio de dicha metodologia. Por ello en el documento se hace inicialmente
una definicion global de estadistica espacial y se describen las caracteristicas especiales
que enmarcan cada una de sus areas.

En el estudio de informacion georreferenciada, de forma analoga a como se procede
en la aplicacion de muchos procedimientos estadisticos, la primera etapa que se debe
cumplir es la del andlisis exploratorio de datos (AED). Esta busca identificar localizacion,
variabilidad, forma y observaciones extremas. Por ello en el primer capitulo del escrito se
hace una revision de métodos empleados en el AED y se describen algunos particularmente
utiles en el contexto del anélisis de informacion georreferenciada. Posteriormente en el
segundo capitulo, entrando en materia, se hace definicion de conceptos basicos dentro de la
teoria geoestadistica.



En el tercer capitulo se describen los procedimientos empleados para identificar de
manera experimental (con base en datos muestrales) la estructura de autocorrelacion
espacial, para algunas distancias dadas, de un conjunto de datos de una variable. Se muestra
también como generalizar dicha estructura para cualquier distancia entre los sitios de
observacion. Una vez detectada la autocorrelacion espacial, el siguiente paso es la
prediccion en sitios de la region de estudio donde no se ha hecho medicion de la variable de
interés. Esto es llevado a cabo por medio de alguno de los procedimientos kriging que son
descritos en el capitulo cuatro. Por ultimo, en el capitulo cinco, se hace referencia a temas
especiales dentro del analisis geoestadistico como cokriging, componentes principales
regionalizados, disefio de redes de muestreo y simulacion. En cada seccion del documento,
después de que han sido expuestos los aspectos tedricos esenciales de cada técnica, se
muestran aplicaciones practicas.



Capitulo Uno

Datos Espaciales y Andlisis Exploratorio

En las secciones 1.1 y 1.2 se define estadistica espacial y se mencionan sus
subdivisiones. Lo anterior se hace con el propodsito tnico de que el lector identifique el
alcance del tema considerado dentro del escrito. Por ello a partir de la seccion 1.3 de este
capitulo y en los capitulos siguientes se consideran s6lo temas referentes a geoestadistica

1.1. Estadistica Espacial.

Estadistica espacial es la reunion de un conjunto de metodologias apropiadas para el
analisis de datos que corresponden a la medicion de variables aleatorias en diversos sitios
(puntos del espacio o agregaciones espaciales) de una region. De manera més formal se
puede decir que la estadistica espacial trata con el andlisis de realizaciones de un proceso
estocastico{Z(s):se D}, en el que se R representa una ubicacion en el espacio euclidiano d-
dimensional, Z(s) es una variable aleatoria en la ubicacion s y s varia sobre un conjunto de
indices Dc R?.

1.2. Areas de la Estadistica Espacial.

La estadistica espacial se subdivide en tres grandes areas. La pertinencia de cada una
de ellas est4 asociada a las caracteristicas del conjunto D de indices del proceso estocéstico
de interés. A continuacion se mencionan dichas areas y se describen las propiedades de D
en cada una de éstas.

Geoestadistica: Las ubicaciones s provienen de un conjunto D continuo y son
seleccionadas a juicio del investigador (D fijo). Algunos ejemplos de datos que pueden ser
tratados con esta metodologia son: Niveles de un contaminante en diferentes sitios de una
parcela, contenidos auriferos de una mina, valores de precipitacion en Colombia medida en
las diferentes estaciones meteoroldgicas en un mes dado o los niveles piezométricos de un
acuifero. En los ejemplos anteriores es claro que hay continuidad espacial, puesto que en
cualquier sitio de la parcela, de la mina, de Colombia o del acuifero pueden ser medias las
correspondientes variables. Es importante resaltar que en geoestadistica el propdsito
esencial es la interpolacion y si no hay continuidad espacial pueden hacerse predicciones
carentes de sentido. Por ejemplo si la variable medida es produccion de café en las fincas
cafeteras del departamento del Quindio, hacer interpolacion espacial y realizar un mapa de
distribucion de la produccion cafetera puede ser carente de sentido porque podrian hacerse
predicciones sobre areas urbanas o no cultivadas con café. Ademas de lo anterior las
mediciones, no obstante sean georreferenciadas, corresponden a una agregacion espacial
(finca) mas que a un punto del espacio. En la parte de arriba, al comienzo de este parrafo,
se mencion6 que D debia ser fijo. A este respecto cabe aclarar que el investigador puede
hacer seleccion de puntos del espacio a conveniencia o puede seleccionar los sitios bajo
alglin esquema de muestreo probabilistico.



e Lattices (enmallados): Las ubicaciones s pertenecen a un conjunto D discreto y son
seleccionadas por el investigador (D fijo). Estas pueden estar regular o irregularmente
espaciadas. Algunos ejemplos de datos en lattices son los siguientes: Tasa de morbilidad
de hepatitis en Colombia medida por departamentos, tasa de accidentalidad en sitios de una
ciudad, produccion de cafia de azucar en el departamento del Valle del Cauca segun
municipio, colores de los pixeles en interpretacion de imagenes de satélite. En los ejemplos
anteriores se observa que el conjunto de ubicaciones de interés es discreto y que estas
corresponden a agregaciones espaciales mas que a un conjunto de puntos del espacio. Es
obvio que la interpolacion espacial puede ser carente de sentido con este tipo de datos.

e Patrones Espaciales: las ubicaciones pertenecen a un conjunto D que puede ser
discreto o continuo y su seleccion no depende del investigador (D aleatorio). Ejemplos de
datos dentro de esta area son: Localizacion de nidos de péjaros en una region dada, puntos
de imperfectos dentro de una placa metalica, ubicacion de los sitios de terremoto en
Colombia o cuadrantes de una region con presencia de una especie particular. Debe notarse
que en los ejemplos anteriores hay aleatoriedad en la seleccion de los sitios, puesto que la
ubicacion de los nidos de los pajaros, de los imperfectos dentro de la placa metalica, de los
sitios de terremoto o de los cuadrantes con presencia de la especie, no dependen del
criterio del investigador. Una vez se ha hecho la seleccion de sitios es posible hacer
medidas de variables aleatorias en cada uno de ellos. Por ejemplo si en primera instancia se
establece la ubicacion de arboles de pino dentro de un bosque, es posible que sea de interés
medir en cada uno de los arboles el didmetro o la altura. En general el propoésito de analisis
en estos casos es el de determinar si la distribucion de los individuos dentro de la region es
aleatoria, agregada o uniforme.

1.3. Datos Georrferenciados

Las mediciones de las caracteristicas de interés en un estudio regionalizado tienen
implicitamente asociadas las coordenadas de los sitios en donde estas fueron tomadas.
Cuando el area de estudio es considerablemente grande se usa un geoposicionador para
establecer dichas coordenadas. En otros casos, por ejemplo en disefios experimentales con
parcelas, es suficiente con hacer asignaciones segin planos cartesianos. Un esquema
general de datos georreferenciados es el siguiente:

Sitio  Latitud Longitud X; X5 A X,
Norte  Este

1 — — X117 X12 - Xip

2 — — X217 X22 . . . X2p

3 — — X31 X32 - X3p

4 — — X41 X42 . . . X4p

n — — Xnl Xn2 . . . Xnp

En la tabla anterior n es el nimero de sitios muestreados y p el de variables medidas en
cada uno de ellos. Cada x; corresponde a la medida de la variable X; (j = I, 2,..., p) en el
sitio 7 (i= 1, 2,..., n), que puede ser cuantitativa o categoérica. Algunas de las variables



pueden estar mdas intensamente muestreadas que las otras (x;; faltantes). Las coordenadas
pueden ser planas, geograficas (grados, minutos y segundos) o cartesianas. Sin embargo la
posible utilizacion de unas u otras depende del software empleado para los analisis.

1.4. Justificacion del Analisis Exploratorio de Datos Espaciales .

En la aplicacion de la geoestadistica es de suma importancia, al igual que en otros
procedimientos estadisticos (por ejemplo los modelos ARIMA dentro de la teoria de series
de tiempo), el analisis grafico. La identificacion de valores extremos y su ubicacion
geografica, la evaluacion de la forma de la distribucion y el célculo de medidas de
localizacion, variabilidad y correlaciéon es muy importante para establecer si algunos
supuestos necesarios para la aplicacion de la teoria geoestadistica son validos o para definir
que procedimiento de prediccion es el mas conveniente. Por ejemplo, como se vera en el
capitulo cuatro, la decision de usar kriging ordinario o kriging universal se fundamenta en
identificar si la media es o no constante en la region. El uso de kriging log-normal se basa
en un criterio empirico relacionado con la forma asimétrica de la distribucion de los datos
muestrales. La decision de emplear cokriging depende de la deteccion de asociaciones
entre las variables.

1.5. Graficos Exploratorios

Al igual que en un estudio exploratorio clésico, cuando se dispone de informacion
georreferenciada se pueden emplear histogramas, diagramas de tallos y hojas y de caja y
bigotes (Hoaglin et al., 1983) con el proposito de identificar localizacion, variabilidad,
forma y observaciones extremas. Adicionalmente los grdficos de dispersion son muy utiles
tanto para la deteccion de relaciones entre las variables como para la identificacion de
tendencias en el valor promedio de la variable en la regién (relacion entre la variable
medida y las coordenadas geograficas). Un supuesto fundamental en el analisis
geoestadistico es que el fendmeno es estacionario, para lo cual, entre otros aspectos, el
nivel promedio de la variable debe ser constante en todos los puntos del area de estudio.
Una deteccion de tendencia en el grafico de dispersion puede ser una muestra de que no se
satisface dicho supuesto. El grafico se construye tomando como eje de las abcisas la
variable que representa la coordenada geografica y en el eje de las ordenadas la variable
cuantitativa de estudio. La observacion de la nube de puntos resultante, incluso el ajuste de
una linea de regresion, permite establecer de manera empirica si existe dicha tendencia. Un
grafico de dispersion entre valores de la variable separados por una distancia espacial dada
(dispersograma rezagado) es 1til en la deteccion de autocorrelacion espacial. Otro grafico
que tradicionalmente se emplea en la descripcion de datos espaciales es el de datos
clasificados segun puntos de referencia (media, mediana, cuartiles). Este permite comparar
zonas del sistema de estudio respecto a las magnitudes de las variables.
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1.6 Aplicacion: Estudio exploratorio de la distribucion de datos fisicoquimicos y
biolégicos medidos en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en Marzo de 1997.

Con informacion de las variables salinidad, seston (mg/l), nitritos (umol/l),
silicatos(umol/l) y clorofila a (ug/l) medidas en una jornada de muestreo realizada en
marzo de 1997 en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta (CGSM)(Fig. 1), se realiz6
un estudio exploratorio de datos. Los resultados encontrados son descritos a continuacion:
En primera instancia, se evidencia en el diagrama de caja (Fig. 2) y en el grafico de tallos
y hojas (Fig. 3) que, con excepcion de la variable nitritos, existe un comportamiento
simétrico en las distribuciones de los datos. Se observa también en estas figuras, que en
todas las variables se presentan algunos valores “atipicos” o muy alejados del
comportamiento general antes mencionado. Lo anterior, antes de ser tomado como un
indicador de alta variabilidad o de errores de medicion, puede ser considerado como un
reflejo del comportamiento espacial de las variables dentro del ecosistema. La simetria de
la mayoria de las variables hace pensar que existe una gran zona en donde las condiciones
del sistema respecto a la calidad del agua son bastante similares (esto podria ser lo que se
conoce como cuerpo de agua de la CGSM) y los valores “alejados” pueden estar
representando las condiciones de sitios especificos, particularmente especiales dentro del
sistema, como son la zona mas estuarina (sitios de muestreo cercanos al sitio Boca de la
Barra, Fig.1) y las de desembocaduras de los rios que bajan de la Sierra Nevada de Santa
Marta (costado oriental y sur del sistema, Fig. 1).
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Figura 1. Area de estudio y cuadriculas en que fue subdividido el sistema Ciénaga Grande de Santa Marta
para realizar la toma de muestras. Cada una de las 115 cuadriculas tiene un area de 4 km2. Los datos fueron
tomados en el centro de cada una de ellas.

La afirmacién de que no existen problemas de alta variabilidad y que por el
contrario los datos medidos son bastante homogéneos, puede confirmarse con los valores
de los coeficientes de variacion (tabla 1). En su mayoria estos son menores del 30% y por
consiguiente indicadores de poca heterogeneidad en la informacion.
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Tabla 1. Medidas de localizacién y variabilidad de algunas variables medidas en la superficie de la columna
de agua del estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en Marzo de 1997.

Medida Salinidad  Seston (mg/l) Nitritos (umol/l)  Silicatos Clorofila a
(umol/l)  (ug/l)
Media 17.6 218.28 0.436 244.94 132.44
Mediana 16.9 215 0.350 251.83 137.37
Minimo 13.02 103 0.01 10.98 291
Maximo 349 318 1.61 358 198.3
Cuartil Inferior. 15.97 191 0.210 226.52 124.43
Cuartil Superior. 18.04 248 0.6 278.43 149.29
Desviacion Estandar 2.79 41.1 0.309 61.43 31.30
Cocficiente de Variacion  16.1 18.8 70.8 25.07 23.7

Las medidas de localizacion (media y mediana, tabla 1) toman valores similares a
los reportados en otros estudios para la misma época del afio. Una discusion a este respecto
se encuentra en Herndndez (1986) y Hernandez y Gocke (1990).
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Figura 2. Diagramas de caja de algunas variables medidas en la superficie de la columna de agua del estuario
Ciénaga Grande de Santa Marta en Marzo de 1997. Las variables fueron estandarizadas antes de construir los
diagramas.

El grafico de dispersion de la variable salinidad (una de las de mayor relevancia en
el establecimiento del comportamiento espacial de las variables en el sistema) respecto a las
coordenadas latitud y longitud (Fig. 4), permite apreciar una leve tendencia en la magnitud
de la variable a lo largo de estas direcciones, lo que hace suponer que, a pesar de la
homogeneidad antes mencionada, el valor promedio de la misma no es constante en toda la
region. Lo anterior se puede comprobar en el grafico 5, en donde se aprecia que en una
gran parte de la zona centro de la Ciénaga y hacia la desembocadura de los rios Sevilla y
Aracataca la magnitud de la variable es menor a la de los restantes sitios de muestreo. Esta
figura revela claramente la influencia que tienen las entradas de agua (tal vez exceptuando
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la entrada del rio Fundacion) en el comportamiento de esta variable. Los valores
relativamente altos, respecto a los antes descritos, en la zona occidental pueden ser
consecuencia del proceso de lavado de suelos hipersalinos que se da en época de lluvias en
el complejo Pajarales (sistema con el que tiene frontera la Ciénaga) y que llegan al sistema
a través de los Canales Grande y Clarin (Fig. 5). Los valores "altos" en la zona sur pueden
ser de igual forma causados por la influencia del canal Grande y por circulacion de las
masas de agua dentro del sistema (contrario a las manecillas del reloj)
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Figura 3. Diagramas de tallos y hojas de algunas variables medidas en la superficie de la columna de agua
del estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en Marzo de 1997.
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de 1997.
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de estas dentro del area de estudio. Datos medidos en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de
1997.

Tabla 2. Matriz de correlacidén calculada con base en informacion de algunas variables fisicoquimicas y
biologicas medidas en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de 1997. Los coeficientes que
aparecen en negrita son significativos.

Salinidad  Seston Nitritos  Silicatos Clorofila a
Salinidad 1 -0.09 -0.10 -0.60 -0.47
Seston 1 -0.33 0.06 0.45
Nitritos 1 -0.08 -0.23
Silicatos 1 0.46
Clorofila a 1

Por ultimo de la matriz de correlacion (tabla 2) es posible afirmar que la abundancia
fitoplancténica, evaluda a través de la concentracion de clorofila a, presenta correlacion
significativa con las variables fisicoquimicas medidas. Este patron de correlacion entre
variables bidticas y abidticas en otros trabajos de menor intensidad muestral no ha podido
ser detectado. En general los estudios realizados en la Ciénaga Grande de Santa Marta en
los que se pretende determinar los patrones de asociacion entre las variables bioldgicas y
fisicoquimicas siempre conducen a que la salinidad es la variable de mayor influencia en el
régimen de productividad del sistema. Sin embargo estos resultados en primera instancia
pueden estar detectando otro tipo de asociaciones. En los capitulos subsiguientes, cuando se
realicen los mapas de distribucion espacial, se podran tener mas herramientas para discutir
respecto a este tema.
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Capitulo Dos

Definiciones Basicas de Geoestadistica

2.1. Definicion de Geoestadistica

La geoestadistica es una rama de la estadistica que trata fendmenos espaciales
(Journel & Huijbregts, 1978). Su interés primordial es la estimacion, prediccion y
simulacion de dichos fenémenos (Myers, 1987). Esta herramienta ofrece una manera de
describir la continuidad espacial, que es un rasgo distintivo esencial de muchos fenémenos
naturales, y proporciona adaptaciones de las técnicas clasicas de regresion para tomar
ventajas de esta continuidad (Isaaks & Srivastava, 1989). Petitgas (1996), la define como
una aplicacién de la teoria de probabilidades a la estimacion estadistica de variables
espaciales.

La modelacion espacial es la adicion mas reciente a la literatura estadistica.
Geologia, ciencias del suelo, agronomia, ingenieria forestal, astronomia, o cualquier
disciplina que trabaja con datos colectados en diferentes locaciones espaciales necesita
desarrollar modelos que indiquen cuando hay dependencia entre las medidas de los
diferentes sitios. Usualmente dicha modelacion concierne con la prediccion espacial, pero
hay otras 4reas importantes como la simulacion y el disefio muestral (Cressie, 1989).

Cuando el objetivo es hacer prediccion, la geoestadistica opera basicamente en dos
etapas. La primera es el analisis estructural, en la cual se describe la correlacion entre
puntos en el espacio. En la segunda fase se hace prediccidén en sitios de la region no
muestreados por medio de la técnica kriging (capitulo 4). Este es un proceso que calcula un
promedio ponderado de las observaciones muestrales. Los pesos asignados a los valores
muestrales son apropiadamente determinados por la estructura espacial de correlacion
establecida en la primera etapa y por la configuraciéon de muestreo (Petitgas, 1996). Los
fundamentos bésicos de estas etapas son presentados a continuacion.

2.2. Variable Regionalizada.

Una variable medida en el espacio de forma que presente una estructura de
correlacion, se dice que es una variable regionalizada. De manera mas formal se puede
definir como un proceso estocastico con dominio contenido en un espacio euclidiano d-
dimensional R®, {Z(x) : x € D c R%}. Si d =2, Z (x) puede asociarse a una variable medida
en un punto x del plano (Diaz-Francés, 1993). En términos practicos Z(x) puede verse como
una medicion de una variable aleatoria (p.ej. concentracion de un contaminante) en un
punto x de una region de estudio.

Recuérdese que un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias
indexadas; esto es, para cada x en el conjunto de indices D, Z(x) es una variable aleatoria.
En el caso de que las mediciones sean hechas en una superficie, entonces Z(x) puede
interpretarse como la variable aleatoria asociada a ese punto del plano (x representa las
coordenadas, planas o geograficas, y Z la variable en cada una de ellas). Estas variables
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aleatorias pueden representar la magnitud de una variable ambiental medida en un conjunto
de coordenadas de la region de estudio.

2.3. Momentos de una Variable Regionalizada
Sea {Z(x) : x € D < R%el proceso estocastico que define la variable regionalizada.
Para cualquier 7 puntos x;, x», ..., x,, el vector aleatorio Z(x) =[Z (xl) Z(x ) e Z(x )]T
esta definido por su funcion de distribucidon conjunta
F[Zl,zz, “’,Zn]: P[Z(xl)S Zy, Z(xz)s Zy, -~-,Z(xn)é zn]

Conocidas las densidades marginales univariadas y bivariadas se pueden establecer los
siguientes valores esperados (momentos univariados y bivariados):

«  EZ(x)=mlx,)

¢ V(Z(xi )) = E[Z(xi ) - m(xi )]2 = Giz

. C(Z (x,),Z ( )) E|Z(x, ]lZ ( ) (x_/.) : Funcion de autocovarianza
o 7(Z (x,), Z ( )) =— E [Z -Z (x i )]2 : Funcién de semivarianza

2.4. Estacionariedad

La variable regionalizada es estacionaria si su funcion de distribucién conjunta es
invariante respecto a cualquier translacion del vector h, o lo que es lo mismo, la funcién de
distribucion del vector aleatorio Z(x)=[Z (xl ), Z (x2 ), Z (xn )] es idéntica a la del vector
4 (x)= [Z (x1 +h),Z (x2 +h),-,Z (xn +h)]T para cualquier 4. La teoria geoestadistica se

basa en los momentos arriba descritos y la hipotesis de estacionariedad puede definirse en
términos de estos:

2.4.1 Estacionariedad de Segundo Orden

Sea {Z(x): xe Dc R*} una variable regionalizada definida en un dominio D contenido
en RY (generalmente una variable medida en la superficie de una region) se dice que Z(x) es
estacionario de segundo orden si cumple:

a. E[Z(x)]=m, ke R, Yxe D cR’.
El valor esperado de la variable aleatoria es finito y constante para todo punto en el
dominio.

b. COV[Z(x), Z(x+h)] = C(h) < e

Para toda pareja {Z(x), Z(x + h)}la covarianza existe y es funcién tnica del vector de
separacion h.

En la figura 6 se muestra el grafico de una variable regionalizada estacionaria.
Exceptuando fluctuaciones aleatorias, el valor promedio de la variable no muestra una
tendencia definida en alguna direccion.
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La existencia de la covarianza implica que la varianza existe, es finita y no depende de
h, es decir V(Z(x, ))=C(0)=c*. Asi mismo la estacionariedad de segundo orden implica
la siguiente relacion entre la funcion de semivarianza y la de autocovarianza:

7/(Z(x+h), Z(x))z 7(h):%E[Z(x+h)— m —Z(x)+ m]2

- %{E(Z(x+ h)—m)’ + E(Z(x)—m)’ = 2E(Z(x+h)— m)(Z(x)—m)}

I
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ql\)
+
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Figura 6. Representacion de una superficie interpolada para una variable regionalizada estacionaria

2.4.2. Estacionariedad Débil o Intrinseca

Existen algunos fendmenos fisicos reales en los que la varianza no es finita. En estos
casos se trabaja solo con la hipdtesis que pide que los incrementos [Z(x+h) - Z(x)] sean
estacionarios, esto es (Clark, 1979):

a. Z(x) tiene esperanza finita y constante para todo punto en el dominio. Lo que implica que
la esperanza de los incrementos es cero.

E[Z(x+h)-Z(x)]=0

b. Para cualquier vector h, la varianza del incremento est4 definida y es una funcion tnica
de la distancia.

VI[Zx+h) - Z(x)] = E|[Z(x+h) - Z(x) =2y (h)
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Es claro que si una variable regionalizada es estacionaria fuerte entonces también sera
estacionaria débil. El concepto de estacionariedad es muy util en la modelacion de series
temporales (Box & Jenkins, 1976). En este contexto es facil la identificacion, puesto que
solo hay una direccion de variacion (el tiempo). En el campo espacial existen multiples
direcciones y por lo tanto se debe asumir que en todas el fenomeno es estacionario. Cuando
la esperanza de la variable no es la misma en todas las direcciones o cuando la covarianza o
correlacion dependan del sentido en que se determinan, no habra estacionariedad. Si la
correlacion entre los datos no depende de la direccion en la que esta se calcule se dice que
el fendbmeno es isotropico, en caso contrario se hablard de anisotropia. En Isaaks y
Srivastava (1989) se definen los posibles tipos de anisotropia y se proponen algunas
soluciones. Cressie (1993) discute cual debe ser el tratamiento en caso de que la media no
sea constante.

En casos practicos resulta compleja la identificacion de la estacionariedad. Suelen
emplearse graficos de dispersion de la variable respecto a las coordenadas, de medias
moviles y de valores clasificados segiin puntos de referencia, con el proposito de identificar
posibles tendencias de la variable en la region de estudio. L a isotropia es estudiada a través
del calculo de funciones de autocovarianza o de semivarianza muestrales (capitulo3) en
varias direcciones. Si estas tienen formas considerablemente distintas puede no ser valido el
supuesto de isotropia. Finalmente una variable regionalizada sera no estacionaria si su
esperanza matematica no es constante, esto es si E[Z(x)]zm(x). En la figura 7 se
representa una variable regionalizada en la que existe tendencia en el valor promedio de la
variable, lo cual es claro indicador de no estacionariedad.

Figura 7. Representacion de una superficie interpolada para una variable regionalizada no estacionaria
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Capitulo Tres

Correlacion Espacial Muestral y Ajuste de Modelos

3.1. Funciones de Correlacion Espacial

La primera etapa en el desarrollo de un analisis geoestadistico es la determinacion
de la dependencia espacial entre los datos medidos de una variable. Esta fase es también
conocida como analisis estructural. Para llevarla a cabo, con base en la informacion
muestral, se usan tres funciones: El semivariograma, el covariograma y el correlograma. A
continuacion se hace una revision de los conceptos asociados a cada una de ellas y se
describen sus bondades y limitaciones.

3.1.1. Variograma y Semivariograma.

Cuando se defini6 la estacionariedad débil en el capitulo anterior se menciond que se
asumia que la varianza de los incrementos de la variable regionalizada era finita. A esta
funcion denotada por 27y(h) se le denomina variograma. Utilizando la definicion teodrica de
la varianza en términos del valor esperado de una variable aleatoria, tenemos:

2y(h) = V(Z(x+h)-Z(x))

=E((Z(x+h)—Z(x))2) — (E(Z(x+h)-2(x)))
0

=E((Z(x + h)—Z(x))z)

La mitad del variograma 7y(h), se conoce como la funcion de semivarianza y
caracteriza las propiedades de dependencia espacial del proceso. Dada una realizacion del
fendmeno, la funcion de semivarianza es estimada, por el método de momentos, a través
del semivariograma experimental, que se calcula mediante (Wackernagel, 1995):

Z(x+h)-Z(x)f
m):Z( (x+h) ~Z(x))
2n

donde Z(x) es el valor de la variable en un sitio x, Z(x+h) es otro valor muestral separado
del anterior por una distancia 4 y n es el numero de parejas que se encuentran separadas por
dicha distancia. La funcién de semivarianza se calcula para varias distancia 4. En la
practica, debido a irregularidad en el muestreo y por ende en las distancias entre los sitios,
se toman intervalos de distancia {0, 4] (, 2h] (2h, 34, -}y el semivariograma experimental
corresponde a una distancia promedio entre parejas de sitios dentro de cada intervalo y no a
una distancia s especifica. Obviamente el numero de parejas de puntos n dentro de los
intervalos no es constante.

Para interpretar el semivariograma experimental se parte del criterio de que a menor
distancia entre los sitios mayor similitud o correlacion espacial entre las observaciones. Por
ello en presencia de autocorrelacion se espera que para valores de s pequenos el
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semivariograma experimental tenga magnitudes menores a las que este toma cuando las
distancias / se incrementan.

3.1.2. Covariograma y Correlograma.

La funcion de covarianza muestral entre parejas de observaciones que se encuentran a
una distancia /4 se calcula, empleando la formula clésica de la covarianza muestral, por:

n

> (Z(x+h)-m)(Z(x)—m)
Clh)=cov(z(x+h), Z(x)) = =

n

n

D (Z(x+h)-Z(x))

=5 W =C(h)
n

donde m representa el valor promedio en todo punto de la region de estudio y n es el
numero de parejas de puntos que se encuentran a una distancia 4. En este caso es también
valida la aclaracion respecto a las distancias dadas en el ultimo parrafo de la pagina
anterior.

Asumiendo que el fendmeno es estacionario y estimando la varianza de la variable
regionalizada a través de la varianza muestral, se tiene que el correlograma muestral esta
dado por:

_COV(Z(x+h),Z(x)) _ C(h) _ C(h)
- S, -S S S2 T C(0)

x+h " Px

r(h)

Bajo el supuesto de estacionariedad cualquiera de las tres funciones de dependencia
espacial mencionadas, es decir semivariograma, covariograma o correlograma, puede ser
usada en la determinacion de la relacion espacial entre los datos. Sin embargo como se
puede observar en las férmulas, la inica que no requiere hacer estimacion de parametros es
la funcién de semivarianza. Por esta razon, fundamentalmente, en la préactica se emplea el
semivariograma y no las otras dos funciones.

A continuacién se presenta un ejemplo ilustrativo del cdlculo de la funcion de
semivarianza experimental: Suponga que se tienen medidas sobre una variable hipotética
cuyos valores estdn comprendidos entre 28 y 44 unidades y su configuracion en una region
de estudio es como se presenta en el esquema de la siguiente pagina. Como se indica en la
representacion, la distancia entre cada par de puntos contiguos es de 100 unidades. Luego si
existe un punto faltante la distancia entre los dos valores ubicados a cada lado de éste sera
de 200 unidades. Veamos como calcular bajo esta situacidbn el semivariograma
experimental. Por simplicidad se calculardn so6lo los semivariogramas en sentido
(izquierda-derecha) e (inferior-superior), debido a que para obtener un semivariograma
experimental en el que s6lo se tenga en cuenta la distancia y no la orientacién
(semivariograma omnidireccional), se requeriria calcular la distancia euclidiana para un
numero considerablemente alto de parejas de puntos.
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44 40 42 40 39 37 36
42 43 42 39 39 41 40 38
37 37 37 35 38 37 37 33 34
35 38 35 37 36 36 35 200
36 35 36 35 34 33 32 29 28 l
38 37 35 30 29 30 32
<+ >
100

En primer lugar en sentido izquierda-derecha se encuentran todas las parejas de puntos
que estan a una distancia de 100 unidades y se calcula el semivariograma como:

7 (100) = (38 - 37)* + (37 - 35)* + (29 - 30)* + ... + (37 - 36)* /2* 36 = 1.458

analogamente para la distancia de 200 unidades

7 (200) = (40 - 44)* + (40 - 40)* + (42 - 39)* + ... + (29 - 32)* /2* 36 = 3.303

Similarmente se procede para otras distancias y para el sentido inferior-superior. Los
valores calculados de el semivariograma se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 3. Valores de la funciéon de semivarianza experimental en dos direcciones para el conjunto de datos
hipotéticos.

Distancia | Semivarianza Semivarianza
Sentido Izquierda-Derecha | Sentido Inferior-Superior
100 1.45 5.34
200 3.30 9.87
300 431 18.88
400 6.69 27.53

Al graficar los valores de la funcion de semivarianza experimental dados en la tabla
anterior (Fig. 8) se observa que en sentido inferior-superior el semivariograma es mayor
que en sentido izquierda-derecha, luego la conclusion mads relevante para este conjunto de
datos es que la estructura de correlacion espacial no sélo depende de la distancia entre los
sitios, sino de su orientacion. En otras palabras el fendémeno podria ser anisotropico.
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Figura 8. Funcion de semivarianza experimental en dos direcciones para un conjunto de datos hipotéticos.
3.2. Modelos Teoricos de Semivarianza.

Como se vera a partir del capitulo cuatro la solucion del problema de prediccion
espacial kriging requiere del conocimiento de la estructura de autocorrelacion para
cualquier posible distancia entre sitios dentro del area de estudio. En la presentacion del
semivariograma experimental dada anteriormente se indicé que este es calculado solo para
algunas distancias promedios particulares. Por ello se hace necesario el ajuste de modelos
que generalicen lo observado en el semivariograma experimental a cualquier distancia.
Existen diversos modelos tedricos de semivarianza que pueden ajustarse al semivariograma
experimental. En Samper y Carrera (1990) se presenta una discusion respecto a las
caracteristicas y condiciones que éstos deben cumplir. En general dichos modelos pueden
dividirse en no acotados (lineal, logaritmico, potencial) y acotados (esférico, exponencial,
gaussiano) (Warrick ef al., 1986). Los del segundo grupo garantizan que la covarianza de
los incrementos es finita, por lo cual son ampliamente usados cuando hay evidencia de que
presentan buen ajuste. Todos estos modelos tienen tres pardmetros comunes (Fig. 9) que
son descritos a continuacion:

= Efecto Pepita

Se denota por Cy y representa una discontinuidad puntual del semivariograma en el
origen (Fig. 9). Puede ser debido a errores de medicidon en la variable o a la escala de la
misma. En algunas ocasiones puede ser indicativo de que parte de la estructura espacial se
concentra a distancias inferiores a las observadas.

= Meseta

Es la cota superior del semivariograma. También puede definirse como el limite del
semivariograma cuando la distancia / tiende a infinito. La meseta puede ser o no finita. Los
semivariogramas que tienen meseta finita cumplen con la hipdtesis de estacionariedad
fuerte; mientras que cuando ocurre lo contrario, el semivariograma define un fenomeno
natural que cumple s6lo con la hipdtesis intrinseca. La meseta se denota por C; o por (Cy +
C)) cuando la pepita es diferente de cero. Si se interpreta la pepita como un error en las
mediciones, esto explica porque se sugiere que en un modelo que explique bien la realidad,
la pepita no debe representar mas del 50% de la meseta. Si el ruido espacial en las
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mediciones explica en mayor proporcion la variabilidad que la correlacion del fendémeno,
las predicciones que se obtengan pueden ser muy imprecisas. En la figura 9 se representa
este parametro para el caso de uno de los modelos acotados.

] Meseta (Co+ C))
m i l
N I AR |
S .
= I | ® SEMEXP
g | 1 —— MODELO
£ I
n i _ 1 Rango (a)
" Pepita (Cy) .
1 e

Distancia

Figura 9. Comportamiento tipico de un semivariograma acotado con una representacion de los pardmetros
basicos. SEMEXP corresponde al semivariograma experimental y MODELO al ajuste de un modelo tedrico.

= Rango

En términos practicos corresponde a la distancia a partir de la cual dos observaciones
son independientes. El rango se interpreta como la zona de influencia. Existen algunos
modelos de semivariograma en los que no existe una distancia finita para la cual dos
observaciones sean independientes; por ello se llama rango efectivo a la distancia para la
cual el semivariograma alcanza el 95% de la meseta. Entre mas pequefio sea el rango, mas
cerca se esta del modelo de independencia espacial. El rango no siempre aparece de manera
explicita en la formula del semivariograma. En el caso del modelo esférico (3.2.1), el rango
coincide con el pardmetro a, que se utilizard en las ecuaciones mas adelante. Sin embargo,
en el modelo exponencial (3.2.2), el rango efectivo es a/3 y en el modelo gaussiano (3.2.3)
es a/\3.

3.2.1. Modelo Esférico

Tiene un crecimiento rapido cerca al origen (Fig. 10), pero los incrementos marginales
van decreciendo para distancias grandes, hasta que para distancias superiores al rango los
incrementos son nulos. Su expresion matematica es la siguiente:

3

3(h) 1(h
Cy+C|=| = |—=| = h<
y(h)={"° lzu zu ¢

C, +C h>a
En donde C; representa la meseta, a el rango y 4 la distancia.
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3.2.2. Modelo Exponencial

Este modelo se aplica cuando la dependencia espacial tiene un crecimiento exponencial
respecto a la distancia entre las observaciones. El valor del rango es igual a la distancia para
la cual el semivariograma toma un valor igual al 95% de la meseta (Fig. 10). Este modelo
es ampliamente usado. Su expresion matematica es la siguiente:

y(h)=C, + C, l—exp(_ 3hj

a
3.2.3. Modelo Gaussiano

Al igual que en el modelo exponencial, la dependencia espacial se desvanece solo en
una distancia que tiende a infinito. El principal distintivo de este modelo es su forma
parabolica cerca al origen (Fig.10). Su expresiéon matematica es:

2

30 - S—

25 + L 7’

20 | - .

Esférico

15 4 .4' /7 i Exponencial

¢ Y P Gaussiano
10+ ’

Semivariograma
-

0 = f f f f f |
0 50 100 150 200 250 300

Distancia(h)

Figura 10. Comparaciéon de los modelos exponencial, esférico y Gaussiano. La linea punteada vertical
representa el rango en el caso del modelo esférico y el rango efectivo en el de los modelos exponencial y
gaussiano. Este tiene un valor de 210, respecto a una escala simulada entre 0 y 300. El valor de la meseta es
30 y el de la pepita 0. E1 95% de la meseta es igual a 28.5.

3.2.4. Modelo Monomicos.

Corresponden a los modelos que no alcanzan la meseta (Fig. 11). Su uso puede ser
delicado debido a que en algunos casos indican la presencia de no estacionariedad en
alguna direccion.
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Su formula matematica es la siguiente:

v(hy=kh®  0<6<2
Obviamente cuando el parametro 6 es igual a uno el modelo es lineal y k representa la
pendiente de la ecuacion de regresion con intercepto cero. Graficamente se pueden
representar asi:

—x— 1<Theta <2
—o—Theta=1
O<Theta< 1

Semivarianza

Distancia (h)

Figura 11. Comportamiento tipico de los modelos de semivarianza mondmicos.

3.2.5. Modelo de Independencia (Pepita Puro).

Es indicativo de carencia de correlacion espacial entre las observaciones de una
variable (Fig. 12). Es comun sumar este modelo a otro modelo tedrico de semivarianza,
para obtener lo que se conoce como semivariograma anidado. Lo anterior se sustenta en
una propiedad de los semivariogramas que dice que cualquier combinacion lineal de
semivariogramas con coeficientes positivos es un semivariograma. Su expresion
matematica es:

m=1 " "% onde cp >0

= , donde

Y CO h>0 0

Su representacion grafica es la siguiente:
nh) 4
Co

> h

Figura 12. Modelo de semivarianza teorico para variables sin correlacion espacial.
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La estimacion de los pardmetros de los modelos teoricos descritos puede ser llevada a
cabo, entre otros métodos, por maxima verosimilitud (Cressie, 1993) o regresion no lineal
(Gotway, 1991). Algunos paquetes de computo geoestadisticos como GS+ (Gamma Design
Software, 1999) traen incorporados procedimientos iterativos como el de Gauss-Newton
para llevar a cabo la estimacion. Otros como GeoEAS (Englund y Sparks, 1988) solo
permiten el ajuste a sentimiento por el método de ensayo y error.

Como se menciond en la seccidon 4.2. cuando la autocorrelacion no es igual en todas las
direcciones entonces se dice que hay anisotropia. Esa puede ser geométrica o zonal. La
primera se presenta cuando los semivariogramas calculados en varias direcciones tienen
igual meseta pero varian en el rango. En el segundo caso todos los semivariogramas
direccionales tiene igual rango pero diferente meseta. Algunas transformaciones apropiadas
para solucionar la anistropia y hacer valida la construccidon de un semivariograma
omnidireccional se pueden encontrar en Isaaks y Srivastava (1989), Samper y Carrera
(1990) y Cressie (1993) .

3.3. Aplicacion: Estimacion de Modelos de Semivarianza para algunas variables
fisicoquimicas y bioldgicas medidas en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta.

En esta seccion se hace una interpretacion practica de resultados encontrados al hacer
estimacion de modelos tedricos de semivarianza para un conjunto de variables medidas en
el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta (IGAC, 1973). Se consideran para el analisis
datos tomados en dos niveles de la columna de agua (superficie y fondo), de las variables
salinidad, oxigeno disuelto (mg/1), s6lidos en suspension (mg/1), nitritos (umol/l) y clorofila
“a”(ug/l), Ademas se estudian valores de profundidad (m) y transparencia (m). Para cada
variable se obtuvieron 115 observaciones tomadas a lo largo de todo el sistema mediante
muestreo sistematico de cuadriculas (cuadriculas de 4 km?)(Fig. 1). La ubicacion en cada
punto de muestreo fue realizada mediante un geoposicionador GPS 100 SRVY II (Garmin,
1993). Los semivariogramas experimentales y los correspondientes modelos estimados se
hallaron por medio del software GS+ (Gamma Design Software, 1999).
¢ Resultados y Discusion.

Los semivariogramas experimentales encontrados (Figs. 13 y 14) indican que las
variables presentan estructuras de dependencia espacial, puesto que en ninglin caso la
semivarianza es constante en funcién de la distancia. Los rangos encontrados en los
modelos tedricos ajustados a los semivariogramas (tabla 4), superan los 11 km y en
algunos casos éste parametro alcanza los 25 km, lo cual resulta relativamente alto, teniendo
en cuenta que la distancia entre los extremos sur y norte del sistema (la mas amplia) no
supera los 30 km. Lo anterior es un indicador de fuerte dependencia espacial para el caso
considerado. Esto es sin duda conveniente puesto que desde un punto de vista tedrico es
conocido que un alto valor en el rango permite obtener curvas de prediccidon mas
suavizadas reduciendo las magnitudes en varianzas de prediccion (Diaz-Francés, 1993) . Es
importante resaltar respecto a los otros dos parametros, que en ningun caso el valor de la
pepita supera el 50% del valor de la meseta (tabla 4), lo cual, segiin Diaz-Francés (1993), es
recomendable para que el modelo de correlacion espacial describa bien la realidad. Si el
ruido espacial en las mediciones explica en mayor proporcion la variabilidad que la
correlacion del fendbmeno, las predicciones pueden ser muy imprecisas.

28



Semivarianza Semivarianza

Semivarianza

2500
2000
1500
1000

500

1200
1000

5000 10000 15000 20000
Distancia (m)
(c)
5000 10000 15000 20000 25000
Distancia (m)
(e)
[
[ ] [ ]
5000 10000 15000 20000

Distancia (m)

Semivarianza Semivarianza

Semivarianza

16
14
12

oNn Ao

0.14
0.12

0.08
0.06

0.04
0.02

0.15

0.1

0.05

0

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Distancia (m)
(d)
5000 10000 15000 20000 25000
Distancia (m)
(f)
5000 10000 15000 20000 25000

Distancia (m)

Figura 13. semivariogramas experimentales (calculados con los datos muestrales) y ajustes de modelos tedricos para las variables medidas en la superficie de la
columna de agua de la Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de 1997. a) salinidad; b)oxigeno; c) solidos en suspension; d) nitritos; e¢) clorofila a;

f)profundidad.
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Figura 14. Semivariogramas experimentales (calculados con los datos muestrales) y ajustes de modelos tedricos para las variables medidas en el fondo de la
columna de agua de la Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de 1997. a) salinidad; b)oxigeno; c) sélidos en suspension; d) nitritos; e) clorofila a; f)

transparencia.
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Tabla 4. Modelos tedricos ajustados a semivariogramas experimentales de variables fisicoquimicas y
biologicas medidas en dos niveles de la columna de agua de la Ciénaga Grande de Santa Marta, durante una
jornada de muestreo realizada en marzo de 1997.

2

Variable Nivel Modelo Pepita  Meseta Rango (m) r
Salinidad Superficie Lineal 0.179 12.309 20000 0.89
Fondo Lineal 0.627 11.752 20000 0.99
Oxigeno Superficie Gaussiano 1.830 14.320 12940 0.99
Fondo Esférico 1.080  4.211 11650 0.99
Solidos en suspension Superficie Lineal 1087 1138 22000 0.90
Fondo Lineal 1408 557 20000 0.67
Nitritos Superficie Lineal 0.071 0.043 22000 0.87
Fondo Lineal 0.073 0.077 20000 0.70
Clorofila a Superficie Lineal 389.2 6232 18000 0.91
Fondo Lineal 710 616.4 18000 0.91
Profundidad Gaussiano 0.073 0.121 24850 0.99
Transparencia Gaussiano 0.0069 0.0019 25000 0.85

Se puede afirmar que las variables oxigeno disuelto, profundidad y transparencia
cumplen con la hipotesis de estacionariedad fuerte, dado que sus modelos son acotados
(Biau et al., 1997; Samper y Carrera, 1990). De otro lado salinidad, solidos en suspension,
nitritos y clorofila “a”, s6lo cumplen la hipoétesis intrinseca (estacionariedad débil) puesto
que sus modelos son lineales (Evangelos y Flatman, 1988; Samper y Carrera, 1990).

Debido a que los resultados arriba descritos respecto a los semivariogramas
experimentales y al ajuste de modelos teodricos, confirman la hipotesis de autocorrelacion
espacial en las caracteristicas medidas en el estuario de estudio, es posible afirmar que los
métodos geoestadisticos pueden ser una herramienta de gran utilidad en la modelacion e
interpretacion de fenomenos observados en este tipo de ecosistemas. Cuando se utilicen
métodos estadisticos tradicionales (regresion, andlisis de varianza, técnicas multivariadas,
muestreo) para el andlisis de este tipo de informacidon, debe involucrarse en los
correspondientes modelos la estructura de correlacion espacial implicita en los datos.
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Capitulo Cuatro

Prediccion Espacial

4.1. Prediccion Espacial Optima.

r .« ey . . . *
De la teoria de la decision se conoce que si Zy es una cantidad aleatoria y Z ¢ es su
. 2 * , g . .
predictor “, entonces L(Z,;Z, ) representa la pérdida en que se incurre cuando se predice

Z, con Z, y el mejor predictor serd el que minimice E{L(ZO;Z; )/ Z} con
z={z nZ 2,'~-,Z,,} , es decir el predictor 6ptimo es el que minimice la esperanza

o . .7 r . . * * 2 * s
condicional de la funcion de pérdida. Si L(ZO;ZO)= [ZO —ZO] = Z,=E(Z,/Z). La expresion
anterior indica que para encontrar el predictor dptimo se requiere conocer la distribucion
conjunta de la n+1 variables aleatorias.

4.2. Definicion de Kriging.

La palabra kriging® (expresion anglosajona) procede del nombre del gedlogo
sudafricano D. G. Krige, cuyos trabajos en la prediccion de reservas de oro, realizados en la
década del cincuenta, suelen considerarse como pioneros en los métodos de interpolacion
espacial. Kriging encierra un conjunto de métodos de prediccion espacial que se
fundamentan en la minimizacién del error cuadratico medio de prediccion. En la tabla 5 se
mencionan los tipos de kriging y algunas de sus propiedades. En la secciones 4.3 y 4.4, se
hace una presentacion detallada de ellos.

Tabla 5. Tipos de predictores kriging y sus propiedades.

TIPO DE NOMBRE PROPIEDADES
PREDICTOR
LINEAL e Simple e Son Optimos si  hay normalidad
¢ Ordinario multivariada.

e Universal ¢ Independiente de la distribucion son los
mejores predictores linealmente
insesgados.

NO LINEAL  |e Indicador e Son predictores 6ptimos.
¢ Probabilistico

¢ Log Normal, Trans-

Gaussiano
® Disyuntivo

? La palabra estimacion es utilizada exclusivamente para inferir sobre parametros fijos pero desconocidos;

prediccion es reservada para inferencia sobre cantidades aleatorias.
3 Algunos textos indican que en espafiol la palabra adecuada seria krigeado.
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Los métodos kriging se aplican con frecuencia con el propdsito de prediccion, sin
embargo estas metodologias tienen diversas aplicaciones, dentro de las cuales se destacan
la simulacion y el disefio de redes dptimas de muestreo (capitulo 5).

4.3. Kriging Ordinario

Suponga que se hacen mediciones de la variable de interés Z en los puntos x;, i= 1,
2,..., n, de la region de estudio, es decir se tienen realizaciones de las variables Z(x;), . . .,
Z(x,), y se desea predecir Z(x,), en el punto xy donde no hubo mediciéon. En esta
circunstancia, el método kriging ordinario propone que el valor de la variable puede
predecirse como una combinacion lineal de las n variables aleatorias asi:

Z*(X()) =A1Z(x) + A2 Z(x3) + A3 Z(x3) + Ay Z(xy) + As Z(xs) + ... + A, Z(x,)
= Zn:liz(xi)
i=1

en donde los A; representan los pesos o ponderaciones de los valores originales. Dichos
pesos se calculan en funcidn de la distancia entre los puntos muestreados y el punto donde
se va a hacer la correspondiente prediccion. La suma de los pesos debe ser igual a uno para
que la esperanza del predictor sea igual a la esperanza de la variable. Esto ultimo se conoce
como el requisito de insesgamiento.

Estadisticamente la propiedad de insesgamiento se expresa a través de:
ElZ" (v))= E(2(x,)

Asumiendo que el proceso es estacionario de media m (desconocida) y utilizando las
propiedades del valor esperado, se demuestra que la suma de las ponderaciones debe ser
igual a uno:

E(Zn: A, Z(x; )] =m

i=1

lei =m :Zli =

i=1 i=1

Se dice que Z (xy) es el mejor predictor, lineal en este caso, porque los pesos se obtienen
de tal manera que minimicen la varianza del error de prediccion, es decir que minimicen la
expresion:

V{2’ (x)-2(x, )
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Esta ultima es la caracteristica distintiva de los métodos kriging, ya que existen otros
métodos de interpolacion como el de distancias inversas o el poligonal, que no garantizan
varianza minima de prediccion (Samper y Carrera, 1990). La estimacion de los pesos se

obtiene minimizando V/Z"(x))-Z(x,)] sujetoa Y A, =I.
i=1

Se tiene que V[Z (x,) — Z(x,)]1 = V[Z (x,)] — 2COV[Z (x,),Z(x,)] + V[Z(x,)]
Desagregando las componentes de la ecuacion anterior se obtiene los siguiente:

V[Z*(xo)]=V{fﬂ,-Z(x,- )}i S ALCOV [ Z(x,).2(x,)]
i=1

i=1 j=1

En adelante se usara la siguiente notacion: COV[Z(x,),Z(x;)1=C; y V[Z(x, )]=0"

De lo anterior COV/[Z"(x, ),Z(xo)]ZCOV{Zn:ﬂiZ(xi),Z(xo )}
i=1

=i A COVIZ(x;), Z(xy)] = i 4:Cio
i=1 i=1

Entonces reemplazando, se tiene que:

VIZ (3))-2(% )]=) 2 AACy=23 ACigto” (0)
i=1

i=1 j=1

n
Luego se debe minimizar la funcidn anterior sujeta a la restriccion »_ 4=/. Este problema
i=1
de minimizacidn con restricciones se resuelve mediante el método de multiplicadores de
Lagrange.

o =Z”: Z AA,C; —2i ACp+0o’ + 2u [Z 4—1}

i=1 j=1 i=1 Multiplicador i=1
deLagrange 0

Siguiendo el procedimiento acostumbrado para obtener valores extremos de una funcion, se
deriva e iguala a cero, en este caso con respecto a A; y i

J [(ﬁfcn+zﬂl z 2,Cy; + Z z 2,2;C;; )—22 2,Cy+0? +2;{Zn: A —1}]
j=2

8(0‘,3) _ _ i=2 j=1 i=1 i=1
0z A
= [2/11 C11+2Zn: A,Cy; ]—2C10+2,u
Jj=2
U
=2i/leU—2C10+2,u =0= Zn“/leljtu =C, ()
j=1 j=1
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De manera analoga se determinan las derivadas con respecto a A;, ..., A,:

8 2 n n
% = 2) 2,Cy; 2000421 = 0= Y 4,Cy a1 = Cag (2)
2 Jj=1

J=1

a(c}) < N
Tk =2 4,Cy=2C,0+20 = 0=y A,Ctpt = Cpy (3)

n Jj=1 Jj=1

por ultimo derivamos con respecto a i

2 n n
@) _ 2> 4-2=0=) 4=1(4)
8/” i=1 i=1

De (1), (2), (3), (4) resulta un sistema de (n + /) ecuaciones con (n + 1) incognitas, que
matricialmente puede ser escrito como:

¢, - .. G, 1 /11 Cho
c, - . . C, 114, Co
1 A 1 0\ u 1
C," o A = C,'

por lo cual los pesos que minimizan el error de prediccion se determinan mediante la
funcion de covariograma a través de:

A= C;7' e Cy

Encontrando los pesos se calcula la prediccion en el punto x,. De forma andloga se procede
para cada punto donde se quiera hacer prediccion.

¢ Varianza de Prediccion del Kriging Ordinario

Multiplicando (1), (2) y (3) por 4, se obtiene:

lj[z/lici/—+,u]=/licio vi,l'Zl,Z,u-,n.
Jj=1

Sumando las n ecuaciones

i=1 i=1

=1 j=1

i i ﬂ;/licg/ = i 4,.Cp — i/liﬂ
i=1 i=1

i=l j=1

Sustituyendo la expresion anterior en (0)
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o =c? +Zn:/1,-C,-O - ili,u— 22}1:/1,-@0
i=1 i=1 i=1

oi =0’ _z/licio -1 (5)
i=1

e Estimacion de Ponderaciones por medio de la Funcion de Semivarianza

Los pesos A pueden ser estimados a través de la funcion de semivarianza, para lo cual se
requiere conocer la relacion entre las funciones de covariograma y de semivarianza. Antes
de esto conveniente tener en cuenta la siguiente notacion:

o = V(Z(x)), % = 7 (h), donde h es la distancia entre los puntos 1y j y anadlogamente

La relacion entre las dos funciones en cuestion es la siguiente:

7= Bl - 2]
— Elze)?- 22z + 20y
=%E[(Z(x D’ |- Elz(x N2+ %E[(Z(xi 2]
% £z, 2= K2+ %[E 20,0 k2= Bz ) zn)) - 2]

=§ vz +% V(2] - covlzezixn)
=v[z)]- corv|z(x;)z(x))]
=02—C!7 = C; =02—}/,-j (6)

Reemplazando (6) en (1), (2) y (3) se determinan los pesos éptimos A en términos de la

funcién de semivarianza:

(o)
A,

ZZAJ»CU +u—Cp= Z/lj(O'Z—}/lj) + U - (0-2_7/10)

J=1 J=1

1 n
:azz/lj - z/ljylj + 41— P+,
=

J=1

:0'2—2/1]71j+ﬂ—0'2+710 = zﬂﬂ’l; —H =T

J=1 J=1
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Similarmente,

I(o})

= 2/117/2/' —H=7

J=1

o) _ N
7: z/‘ijynj —H=Vn

n j=1

El sistema de ecuaciones se completa con (4). De acuerdo con lo anterior los pesos se
obtienen en términos del semivariograma a través del sistema de ecuaciones:

oo - - v A Y10
7nl . . . 7nn 1 ﬂ’n 7}1 0
1 . . . 1 O0A-u 1

Para establecer la expresion de la correspondiente varianza del error de prediccion en
términos de la funcidén de semivarianza se reemplaza (6) en (5), de donde:

i=l
o =0’ —aziﬂi +i/1i}/,-j + U
i=1 i=1

O-lg =i Aot

i=1

Los pesos de kriging ordinario también pueden ser estimados mediante el uso del
correlograma aplicando la siguiente relacion: p;=C; / o’ , caso en el que la correspondiente

varianza de prediccion estaria dada por (Isaaks y Srivastava, 1989):
oo 1-F A,

e Validacion del kriging.

Existen diferentes métodos para evaluar la bondad de ajuste del modelo de
semivariograma elegido con respecto a los datos muestrales y por ende de las predicciones
hechas con kriging. El mas empleado es el de validacioén cruzada, que consiste en excluir la
observacion de uno de los n puntos muestrales y con los n-/ valores restantes y el modelo
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de semivariograma escogido, predecir via kriging el valor de la variable en estudio en la
ubicacion del punto que se excluyd. Se piensa que si el modelo de semivarianza elegido
describe bien la estructura de autocorrelacion espacial, entonces la diferencia entre el valor
observado y el valor predicho debe ser pequena. Este procedimiento se realiza en forma
secuencial con cada uno de los puntos muestrales y asi se obtiene un conjunto de n ““errores
de prediccion”. Lo usual es calcular medidas que involucren a estos errores de prediccion
para diferentes modelos de semivarianza y seleccionar aquel que optimice algin criterio
como por ejemplo el del minimo error cuadratico medio (MECM). Este procedimiento es
similar a la conocida técnica de remuestreo Jacknife (Efron, 1982) empleada en diversos
contextos estadisticos para calcular varianzas de estimacion, entre otros aspectos. Una
forma descriptiva de hacer la validacion cruzada es mediante un grafico de dispersion de
los valores observados contra los valores predichos. En la medida en que la nube de puntos
se ajuste mas a una linea recta que pase por el origen, mejor sera el modelo de
semivariograma utilizado para realizar el kriging.

¢ Representacion de las predicciones

Una vez se ha hecho la prediccion en un conjunto de puntos diferentes de los
muestrales via kriging, se debe elaborar un mapa que dé una representacion global del
comportamiento de la variable de interés en la zona estudiada. Los mas empleados son los
mapas de contornos, los mapas de residuos y los graficos tridimensionales. En el caso de
los mapas de contornos, en primer lugar se divide el area de estudio en un enmallado y se
hace la prediccion en cada uno de los nodos de éste mismo. Posteriormente se unen los
valores predichos con igual valor, generando asi las lineas de contorno (isolineas de
distribucion). Este grafico permite identificar la magnitud de la variable en toda el area de
estudio. Es conveniente acompafiar el mapa de interpolaciones de la variable con los
correspondientes mapas de isolineas de los errores y de las varianzas de prediccion
(posiblemente estimados a través de métodos matematicos), con el propdsito de identificar
zonas de mayor incertidumbre respecto a las predicciones.

e Intervalos de Confianza.

Asumiendo que los errores de prediccion siguen una distribucion normal estdndar y que
son independientes, un intervalo de confianza del 100(1-o)%, 0<a <1, para Z(x) es:

[z*(x)— 10/ 2 (x)+ 21Ok } con 2" (x) el valor calculado de la prediccion y z,_,, el

percentil de una normal estandar.
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e Jlustracion

Suponga que se tiene una configuracion de datos como la que se presenta en el
esquema de abajo. Con base en siete datos observados (valores al lado del signo + por fuera
de los circulos numerados de 1 a 7) se quiere predecir un valor de la variable en el punto

donde se encuentra el signo de interrogacion, por fuera del circulo con el nimero cero.

+696@

7 4—

©

+477

@+791
@+606

no & (7)

La matriz de distancia euclidianas entre los sitios es la siguiente:

Sitio| 0 1 2 3 4 5 6 7
0 |0.00 447 361 806 449 671 894 13.45
1 0.00 224 10.44 13.04 10.05 12.17 17.80
2 0.00 11.05 13.00 8.00 10.05 16.97
3 0.00 4.12 13.04 15.00 11.05
4 0.00 12.37 1393 7.00
5 0.00 224 12.65
6 0.00 13.15
7 0.00

Asumiendo que la estructura de correlacion espacial entre los datos es estimada por un
modelo exponencial y(#)=10 (1 — exp(~3#/10))(pepita cero, meseta 10 y rango 10) o en
términos de la funcion de autocovarianza por C(#)=10 (exp(-3#/10)), se encuentran las

siguientes matrices que permiten encontrar los pesos para la prediccion:
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0.127
~0.077
~0.013
| 0.009

~0.008
~0.009
~0.012
0.136

i=1

-0.077
0.129
-0.010
—-0.008
-0.015
—-0.008
-0.011
0.121

2.61
3.39
0.89
0.58
1.34
0.68
0.18
1

i=1

S = =~

,de donde 1=

10 511 044
511 10 0.36
044 036 10
0.20 0.20 2.90
0.49 091 0.20
0.26 049 0.11
0.05 0.06 0.36
1 1 1
—-0.009 —0.012
—-0.008 —0.011
—-0.010 —0.014
—0.009 —0.024
-0.077 —0.012
0.126 —0.013
-0.013  0.085
0.141  0.188
0.173
0.318
0.129
0.086
0.151"
0.057
0.086
0.907

con base en el vector estimado de parametros se encuentra que

,
Zy =Y AZ;=(0.173)477) + (0.318)(696) + .. + (0.086)(0.18) = 592.

0.20
0.20
2.90
10
0.24
0.15
1.22
1

0.136
0.121
0.156
0.139
0.118
0.141
0.188

—-2.180

7
con ¢} =c* - Z/%C,-o —u =10-[(0.173)(2.61) +--- +(0.086)(0.18)] - 0.907

0.49
0.91
0.20
0.24
10
5.11
0.22
1

0.26
0.49
0.11
0.15
5.11
10
0.19
1

0.05
0.06
0.36
1.22
0.22
0.19
10

O = Mmoo = e



4.4. Otros Métodos Kriging

A continuacién se mencionan algunos aspectos generales de otros métodos de
prediccion espacial. Un estudio riguroso de ellos puede hacerse en Cressie (1993), Deutsch
y Journel (1998) y Samper y Carrera (1990).

4.4.1. Kriging Simple

Suponga que hay una variable regionalizada estacionaria con media (m) y covarianza
conocidas. De manera andloga a como se define en modelos lineales (por ejemplo en
disefio de experimentos) el modelo establecido en este caso es igual a la media mas un error
aleatorio con media cero. La diferencia es que en este caso los errores no son
independientes.

Sea Z(x) la variable de interés medida en el sitio x.

E [Z (x)] =m
Z(x) =m+ S(x), con E[s(x)] =0.

El predictor de la variable de interés en un sitio xy donde no se tiene informacion se define
como:

Z*(xo):m + 8*()60),

con £ (x,) que corresponde a la prediccion del error aleatorio en el sitio xy, Despejando de
la ecuacion anterior £ (x,)= Z (x,)—m.

El predictor del error aleatorio se define por:

8*()60):iﬂi€(xi)=jzl/1i(2(xi)—m).

de donde el predictor de la variable de estudio es:

Z(e)=m+ LZ::/L(Z()C,.)— m)} “m+ el

El predictor es insesgado si:
E (Z "(x, )) = E(Z(x, ))= m . Luego el predictor serd insesgado cuando E (8* (xo )) =0.

E (8* ()c0 )) = Zn:/lie(xi )= Zn: A (0)=0. Por consiguiente, a diferencia del kriging ordinario,
i=1 i=1

en este caso no existen restricciones para las ponderaciones tendientes al cumplimiento de
la condicion de insesgamiento.
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La estimacion de los pesos del método kriging ordinario se obtiene de tal forma que

se minimice V(e* (x,)— &lx, ))

1

[
(i Al )j( el )j _ 2E((§/1i8(xi )j(e(xo ))] + Elels, ))2}

= D5 A el el )~ 23 A el e, ) + e, )

e (x)-e(r,))= ¥ Y ALC, —2Y AC, +0°
i=l j=1 i=1

~

derivando respecto a A se tiene:

aV("E‘*(xo)_ ‘9(x0 )) _ d
o, o,

i=2 j=2
=24C,, +2) A,C,, —2C,,
j=2

=2 zﬂ’icli -2G,,
i=1
igualando a cero

Z/llcli =Cy -
i=1

En general para cualquier i, i= I, 2, ..., n, se obtiene:

a n
EYR = Z/%Cy =Ci

J=1

(7

(Afcn +24 ) A,C + D Y AAC, —24C =2 AC, + 02]
j=2 i=2

(8)

Con las n ecuaciones resultantes se construye el siguiente sistema de ecuaciones:
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C11 C12 o Cln /11 CIO
CZI C22 C2n 2“2 — CZO
Cnl Cn2 Cnn ﬂ’n CnO

® Varianza de Prediccion Kriging Simple.

Se tiene de (7) que:

e (x,) - elx,)= Zn“zn‘/%,./ijcy - 22 AC, +0>
i=1

i=l j=1

ol = Z"“/l,.zn“/ijq, —~ 22}1‘/1,.@0 +0°
i=1

i=l =1

reemplazando (8) en (7)
o= D ACy—2) AC,+0°
i=1 i=1
oi= o' =Y AC,
i=1

4.4.2. Kriging en Bloques.

En los dos métodos kriging hasta ahora descritos el objetivo ha estado centrado en la
prediccion puntual. A menudo, sin embargo, se requiere estimar un bloque, o mas
precisamente, estimar el valor promedio de la variable dentro de un area local.

El valor promedio dentro del bloque es estimado por :

Z(4)=3 42(x,)

43



Del sistema de ecuaciones para el kriging ordinario se tiene:

Cy . . . C, A4 (Cp
Cnl . . C/m 1 /ln CnO
1.1 o)l

Consecuentemente el vector del lado derecho de la igualdad en el sistema de arriba debe
modificarse para incluir las covarianzas respecto al bloque. La covarianza de un punto al
bloque corresponde a la covarianza promedio entre el punto muestreado i y todos los puntos
dentro del bloque (en la practica un enmallado regular de puntos dentro del bloque es usado
como se muestra en la figura de la pagina anterior). El sistema de ecuaciones del kriging en
bloques esta dado por:

c, . . . ¢, NA4)(C,
Cnl . . N Cnn 1 /In alA
1. . .1 oflu)l

donde el vector de covarianzas al lado derecho de la igualdad en el sistema anterior es
contiene las covarianzas entre las variables Z(x, ), Z(x,),--,Z(x,) y el bloque A donde se

quiere hacer la estimacion.

La varianza del error de prediccion del kriging en bloques esta dada por:

o,=C, —(Z&EM +,uj, con C,, =L2 z ZCl.j igual a la covarianza entre
i=1 |A| ilied ji jed
pares de puntos dentro del bloque.

Isaaks y Srivastava (1989) muestran a través de ejemplos que el kriging en bloques
coincide con el promedio de predicciones hechas por kriging ordinario sobre cada uno de
los puntos del enmallado dentro del bloque. Asi mismo indican que en la practica es
suficiente con un enmallado cuadrado (6x6) para obtener estimaciones estables en los
bloques.
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4.4.3. Kriging Universal.

En los supuestos hechos hasta ahora respecto a los métodos kriging se ha asumido que
la variable regionalizada es estacionaria (al menos se cumple con la hipdtesis intrinseca).
En muchos casos, la variable no satisface estas condiciones y se caracteriza por exhibir una
tendencia. Por ejemplo en hidrologia los niveles piezométricos® de una acuifero pueden
mostrar una pendiente global en la direccion del flujo (Samper y Carrera, 1990). Para tratar
este tipo de variables es frecuente descomponer la variable Z(x) como la suma de la
tendencia, tratada como una funcidén deterministica, mas una componente estocastica
estacionaria de media cero. Asuma que:

Z(x)=m(x) + &(x)

con E(e(x))=0, V(e(x))=o? y por consiguiente E(Z(x))=m(x).

La tendencia puede expresarse mediante:

m(x>=§alfl(x)@

donde las funciones fl(x)son conocidas y p es el numero de términos empleados para
ajustar m(x).

El predictor kriging universal se define como:
Z*(xo): zﬂ’iz(xi)
i=1
este sera insesgado si:

EZ" (x,)=m(x,)

4 Piezémetro: Instrumento utilizado para medir coeficientes de compresibilidad de solidos, liquidos y gases
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La obtencion de los pesos en el kriging universal, analogo a los otros métodos
kriging, se hace de tal forma que la varianza del error de prediccion sea minima.

2

V(Z*(xo)_Z(xo)):E(Z*(xo)_Z(xo))

= E|| Y 4,(m(x,) —elx, ))j — (m(x,) - elx, ))jz

i=1

- B[S Amte) -, )j . @z,.e(x,.)— el )ﬂ
= E ilig(xi)— &(x, )jz}
—ZZﬂlE( (a»2ZiE xo))+ Elelx, )

i=l j=1

Usando

C, =Covelx,).elx,))
o? = E(elx,))

se tiene

Vz (x,)-2(x,) =3 Y 24,C, —22/1,6,0 +0°

i=l j=1
Luego incluyendo la restriccion dada por la condicion de insesgamiento, se debe
minimizar:

a,;,_zzz,zjcy_zzz, 4o +zﬂ,{zu, f,xo)}

i=l j=1 i
0 en términos de la funcmn de semivarianza

R WIPE) WA +zul[zm y m}

i=l j=1
derivando la expresion anterior respecto a A, A, -, A, L, iy, I , € 1gualando a cero

las correspondientes derivadas se obtienen las siguientes ecuaciones:

ZAyU+Zy,ﬁ =y, i=12, .

Zlﬁ()uﬂ%) j=12p
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en términos matriciales

Yu Ve o Y f11 fpl /11 Yio
Yno Voo 0 Ve S o fp A, V20
}/nl 7/n2 e }/nZ fln o fpn ﬂ“n = ynO

o oo S 0 0 g Sio

fpl pr e fpn O T O /’ln pr
donde f; = f,(x j)es la 1-ésima funcion en el punto j-ésimo.
La varianza de prediccion del kriging universal estd dada por (Samper y Carrera, 1990):

n P
Glfu :Z:,/?ﬁ?/io + ;ﬂzfl(xo)-

Notesequesip =1y f, (x)=1, el sistema de ecuaciones del kriging universal y la varianza

de prediccion coinciden con las del kriging ordinario. En este orden de ideas puede decirse
que el kriging ordinario es un caso particular del kriging universal.

4.4.4. Kriging Residual.

La técnica kriging residuales empleada bajo las mismas circunstancias del kriging
universal, es decir en aquellos casos en que la variable regionalizada no es estacionaria
debido a la presencia de tendencia espacial en el valor promedio de la variable. La hipdtesis
central del kriging residual consiste en suponer conocida la tendencia m(x). A partir de ella
se calculan los residuos con base en los cuales se aplica kriging ordinario. La estimacion de
la tendencia es generalmente llevada a cabo por medio de minimos cuadrados. La
prediccion en un sitio no muestreado es igual a la tendencia estimada mas la prediccion del
error, es decir:

Z*(xo):’h(xo)"'e*(xo)

e (xo ) = gﬂie(xi)

los pesos o ponderaciones son estimados por kriging ordinario como se muestra en la
seccion 4.2. La varianza de prediccion de la variable de interés coincide con la varianza de
prediccion de los errores. En la figura 15 se muestra un esquema con el procedimiento
kriging residual en el caso de una tendencia lineal.
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4.4.5. Kriging Indicador

Suponga que se tiene una variable regionalizada {Z (x):xe Dc R"} estacionaria. Se

define la siguiente transformacion:

1 SiZ(x,)<z

0  Otrocaso

z(x,.,zl):{

Algunas propiedades son las siguientes:

El predictor kriging indicador es igual a:

z*<xo,z,){z/,.(z,)z(x,.,z,)

es decir que la prediccion de la funcidn indicadora en el sitio xjes igual a una combinacién
lineal de las n funciones indicadoras evaluadas en los sitios de medicion. Samper y Carrera
(1990) muestran que el kriging indicador es un estimador de la probabilidad acumulada
hasta el limite z definido en la funcion indicadora. El predictor kriging indicador (dado que

predice probabilidades acumuladas) tiene las siguientes restricciones:

i 0<I'(x,z)<1

ii. I'(x,z,)<I'(x,2)) si z, <z

Una condicion suficiente para que estas restricciones se cumplan es que

A(z,)=A con 0< A <1, Vi, Vz,.

Sin embargo en la practica las ponderaciones se estiman de tal forma que el predictor sea

insesgado de varianza minima.
Para la condicion de insesgamiento:

E(]*(xoa Zz)):E(I(xoa Zz)):F(Zz)

> A ez = F(z)

n

i=1

Después de llevar a cabo el proceso de derivacion sobre la expresion de la varianza del
error de prediccion (obtenida de forma analoga a como se hizo en kriging ordinario), se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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zﬂﬁ (Zz )7/,, +tU=Y5 i=1,2,..,n
i=1

S A =1,

i=1

donde y; = ¥(h), 1a funcién de semivarianza evaluad para la distancia entre los sitios i, /.

La varianza del error de prediccion se encuentra de la misma forma a como se mencion6 en
la seccion 4.2.

4.4.6. Kriging Log-Normal y Multi-Gaussiano

En estos dos procedimientos se hacen transformaciones de la variable regionalizada
con el proposito de normalizar en cada sitio de la regioén de estudio.

El primero de estos consiste en aplicar kriging ordinario a la transformacion logaritmica de
los datos. Veamos:

Sea {Z(x):xe D} una variable regionalizada log-normal. Es decir que
Y(x)=Log(Z(x)) tiene distribucion normal. Algunas veces se requiere adicionar una
constante positiva de tal forma que Y(x) esté definida.

El predictor kriging log-normal es:

Y*(xo>=_lez,y(x,.>.

Los pesos se obtienen de manera analoga al kriging ordinario. El semivariograma
usado es el de los valores transformados. La complicacion practica puede darse al hacer la

retransformacion a la escala original, puesto queZ *(xo)zexp(Y =k(xo )) es un predictor

sesgado.
Se puede demostrar que un predictor insesgado es (Cressie, 1993):

2
Z"(x,)= exp(Y “(x, )+ 02"” -~ ,uj, donde o, es la varianza de prediccion obtenida en el

sitio xp por medio de kriging ordinario sobre los valores transformados y wes el

multiplicador de Lagrange empleado para la condicién de insesgamiento sobre la escala de
valores transformados.

Respecto al kriging multi-gaussiano, suponga que se tiene una variable
regionalizada {Z(x):xe D} estacionaria. Este procedimiento consiste en hacer una
transformacion de Z(x) tal que los valores transformados sigan una distribucion normal
estandar. En ese sentido es una generalizacion del kriging log-normal.

Los pasos del método kroging multi-gaussiano son los siguientes:
I. Se encuentra la funcién de probabilidad acumulada empirica F,(Z(x)).

ii. ~ Se calculan con base en F,(Z(x)) los “scores” normales estindar (Fig. 16), es decir
los valores de una distribucion de probabilidad normal estdndar para los cuales la
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probabilidad acumulada corresponde a F,(Z(x)). En otras palabras se encuentra
U(x)=@"'(F,(Z(x)).

n

1.20 - 1.2 -
o 1.00 _ 1.0,
E:
E 0.80 - 0.8 -
3 0.60 - 0.6 -
<
g 0.40 - R
[
a 0.20 | 0.2 -
0.00 ' ‘ ‘ ‘ ‘ : — 0.0 ‘ ;
0 20 40 60 80 3 ) ¥ 0 1 2
Z(x) U(x)

Figura 16. Representacion de la transformacion a scores normales

iii.  Se realiza kriging simple sobre los valores transformados.

4.5. Aplicacion: Estudio de la distribucion espacial de variables fisicoquimicas y
biologicas medidas en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta

Con base en la informacion descrita en la aplicacion de la seccion 3.3. y empleando
los semivariogramas ajustados a las variables alli mencionadas, se generaron mapas de
isolineas de cada una de ellas (figuras 17 a 22) y se realiz6 interpretacion de los mismos en
un contexto ecologico. Como apoyo en la descripcion se emplean medidas descriptivas de
las variables (tabla 6).

Tabla 6. Medidas descriptivas de variables fisicoquimicas y bioldgicas medidas durante un muestreo
realizado en marzo de 1997 en la Ciénaga Grande de Santa Marta.

Variable Niveldela  Promedio Minimo MaJéximo Coeficiente de
columna Variacion (%)
Salinidad Superficie 17.6 13.02 349 16.1
Fondo 18.04 13.94 33.9 15.5
Oxigeno Superficie 8.80 3.03 16.2 36.9
Fondo 5.68 2.64 13.4 36.8
Soélidos en suspension Superficie 218.2 103 318 18.8
Fondo 215.35 86 310 19.6
Nitritos Superficie 0.43 0.01 1.61 70.8
Fondo 0.42 0.01 2.39 81.7
Clorofila a Superficie 132.44 2.91 198.35 23.8
Fondo 136.19 291 194.75 26.4
Profundidad 1.47 0.25 2.50 241
Transparencia 0.27 0.20 0.35 10.8
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4.5.1. Mapas de Distribucion
Salinidad.

Los valores medidos oscilaron entre 13.02 y 34.9 en el nivel superficial de la columna
de agua y entre 13.94 y 33.9 en el fondo de la misma, con valores promedios de 17.6 y
18.04, respectivamente (tabla 6). De los mapas de isolineas de distribucion de dicha
variable (Fig. 17), es posible concluir que existe gran homogeneidad en todo el cuerpo de
agua, con excepcion de la zona nororiental, puesto que los valores maximos y minimos
predichos varian sélo alrededor de 14 y 19 unidades.

En los dos mapas (superficie y fondo) de la figura 17, se evidencia la influencia que
tienen las entradas de agua dulce y marina sobre la magnitud de la variable dentro del
sistema. Las salinidades maximas se encuentran en la zona nororiental (zona estuarina)
donde hay entrada de agua marina a través del sitio denominado Boca de la Barra (Fig. 1),
encontrandose alli valores superiores a 30 unidades. Hacia la zona centro del cuerpo de
agua se presentan las menores magnitudes de la variable, valores entre 15 y 16 unidades, lo
que parece ser consecuencia del aporte de agua dulce que se da en la desembocadura de uno
de los tres rios (Rio Sevilla) que baja de la Sierra Nevada de Santa Marta (SNSM). Asi
mismo se puede observar que en el sector occidental del sistema se presentan valores
intermedios a los de las zonas antes mencionadas (alrededor de 19 unidades). Lo anterior
puede deberse al efecto de intercambio de aguas, por medio de los canales Grande y Clarin,
con el ecosistema Complejo Pajarales (Fig. 1), en donde se da un proceso de lavado de
suelos hipersalinos en época de lluvias o cuando hay inundaciones. Dada la similitud en
magnitud y forma de distribucién que se observa en los mapas de superficie y fondo (Fig.
17), se podria pensar que para la época seca del afio, no existe estratificacion de la columna
de agua respecto a esta variable.

Los valores de salinidad observados y predichos a través de la técnica kriging, resultan
bajos respecto a los registrados para esta misma época en otros estudios (Giraldo et al.,
1995). Lo anterior podria deberse a un posible aumento en los caudales de los rios que
desembocan en la CGSM, durante los meses de lluvia precedentes al muestreo, como
consecuencia del efecto del fendémeno del nifio en la region a finales del afno 1996. No
obstante lo anterior, puede pensarse, dada la gran homogeneidad en la distribucion, que
para la fecha del muestreo no se estaban presentando aportes considerables de agua dulce,
por parte de los rios que desembocan en la CGSM, lo que significa un periodo de relativa
calma para los organismos que dependen de la salinidad para sus funciones y distribucién
(Reid y Wood, 1976).

Oxigeno Disuelto.

Los valores medidos de esta variable oscilaron entre 3.03 (mg/l) y 16.2 (mg/l) en la
superficie de la columna de agua y entre 2.09 (mg/l) y 13.4 (mg/l) en el fondo de la
misma, con valores promedios de 8.8 (mg/l) y 5.68 (mg/l), respectivamente (tabla 6).

Las correspondientes isolineas (Fig. 18), indican que en el fondo de la columna de agua se
presenta mayor homogeneidad en la distribucion, puesto que los valores predichos varian
entre 4.5 mg/l y 6.5 mg/l, con excepcidon de una pequeiia zona en el sector nororiental frente
a la desembocadura del rio Sevilla (valores entre 6.5 y 9.5 mg/l), mientras que en superficie
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existe considerable diferencia entre los valores ajustados en el centro del sistema (entre 9
mg/l y 13 mg/l) y los estimados para la zona sur y noroccidental del mismo (magnitudes
alrededor de 4 mg/l). Lo anterior sugiere la ocurrencia de procesos de estratificacion en el
sistema hacia la zona central del espejo de agua, donde la productividad se concentra
aportando grandes volumenes de oxigeno al agua durante el dia (Reid y Wood, 1976;
Welch, 1992; Mancera y Vidal, 1994). Las isolineas, para ambos niveles de la columna de
agua, muestran que hacia las fronteras del sistema los valores del gas disminuyen. Este
comportamiento podria ser explicado al considerarse que en estas zonas existe intercambio
de flujos entre el sistema y otros cuerpos de agua, ademds de aportes de hojarasca y
material organico, provenientes del manglar.

Solidos en suspension.

Los valores para la variable, presentan algunas diferencias entre los dos planos de

muestreo. Los minimos y maximos fueron de 103 mg/l y 318 mg/l en la superficie de la
columna de agua y de 86 mg/l y 310 mg/1 en el fondo de la misma, con promedios de 218.2
mg/l y 215.3 mg/l, respectivamente (tabla 6).
El mapa de distribucion superficial (Fig. 19), revela la influencia que tienen los aportes de
agua sobre la magnitud de esta variable en el sistema. Se observa que las mayores
concentraciones se presentan en las zonas de las desembocaduras de los rios Fundacion y
Aracataca ademas de la del cafo Clarin (por medio del cual se da el aporte de agua del rio
Magdalena) y que las menores magnitudes se dan en el sector de intercambio de agua dulce
y marina (desde la zona centro y nororiental hacia el sitio denominado Boca de la Barra).
Una excepciodn a este comportamiento se da en la desembocadura del rio Sevilla y del cafo
Grande en donde las concentraciones de los solidos en suspension son muy similares a las
observadas en el resto del cuerpo de agua.

El patron de comportamiento de la variable en el fondo de la columna de agua es muy
similar al descrito en el parrafo de arriba respecto a los valores superficiales; es decir
mayores concentraciones hacia las desembocaduras de los rios y cafios (zonas sur y nor-
occidental) y menores magnitudes en la zona nororiental. Sin embargo, la diferencia entre
los valores predichos en estas fronteras y los del resto del sistema (valores entre 220 mg/l y
210 mg/1), no resultan significativos como en el caso de la distribucion superficial (valores
entre 245 mg/l y 175 mg/l).

Una posible explicacion a la diferencia en magnitud de los valores de superficie y
fondo es que los flujos de agua dulce son menos densos y presentan mayores
concentraciones de solidos en suspension, por lo cual al ingresar al sistema y encontrarse
con las aguas salobres del mismo (més pesadas), tienden a permanecer en la superficie (lo
cual puede causar estratificacion. (Wheaton, 1977; Welch, 1992 ; Jay et al, 1997; Nixon,
1997).

Nitritos.
El i6n nitrito present6 valores entre 0.01 pmol/l y 1.61 umol/l para la superficie de la

columna de agua y entre 0.01 pmol/l y 2.39 umol/l en el fondo de la misma. Los valores
promedios fueron de 0.43 umol/l y 0.42 umol/l, respectivamente (tabla 6).
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Las mediciones superiores a 1 pmol/l se dieron en dos estaciones de muestreo, ubicadas en
la zona norte del sistema (cuadriculas 14 y 15, Fig. 1). Dado que lo anterior no fue el patron
generalizado, las isolineas de distribucion en superficie y fondo (Fig. 20) presentan sélo
valores alrededor de los promedios arriba mencionados. Este resultado es esperable, puesto
que los nitritos generalmente se dan en bajas concentraciones (Mancera, 1990; Hernandez y
Gocke, 1990). Day et al. (1989), indican que esto puede ser debido al consumo continuo de
las comunidades fitoplanctonicas y a la precipitacion en los sedimentos como consecuencia
de lo cambios en las condiciones del agua estuarina.

En ambos casos (superficie y fondo) los valores interpolados (entre 0.2 pmol/l y 0.7
umol/l) para esta variable, revelan la presencia de un gradiente sur-norte, dandose las
mayores concentraciones en el sector mas estuarino. Lo anterior podria ser consecuencia de
aportes de materia organica por parte de las poblaciones cercanas a esta zona (Welch,
1992). Los mapas de distribucion espacial no revelan estratificacion de la columna de agua
para esta variable, dada la similitud en los valores predichos en superficie y fondo (Fig.
20).

Clorofila “a”.

Los valores medidos de clorofila “a” oscilaron entre 2.91 pg/l y 198.35 ug/l en la
superficie de la columna de agua y entre 2.91 pg/l y 194.75 png/l en el fondo de la misma.
Los valores promedios fueron 132.44 pg/l y 136 pg/l, respectivamente. Los bajos
coeficientes de variacion (menores del 30%), en ambos casos (superficie y fondo), indican
relativa homogeneidad en las mediciones de esta variable (tabla 6). Las isolineas de
distribucion calculadas con los datos predichos (Fig. 21) presentan algunos aspectos
comunes. En ambos mapas (superficie y fondo) se observa que los valores maximos
(alrededor de 160 pg/l) se dan en el sur del sistema hacia la desembocadura del rio
Fundacion y las menores concentraciones se presentan en el sector mas nororiental (valores
menores de 50 pg/l). La diferencia radica en el comportamiento en la zona centro del
espejo de agua. Mientras que en la superficie se presenta alta variabilidad (valores entre 90
y 160 pg/l), en el fondo de la columna de agua los valores son muy homogéneos (entre 130
png/l y 150 pg/l) y se ajustan claramente a una tendencia creciente en sentido sur -
nororiente. El comportamiento distribucional representado en los mapas de isolineas puede
estar de acuerdo con las condiciones climaticas de la época. Bula-Meyer (1989) y Sanchez
(1996), indican que en la época mas seca del ano (época en la que se realizoé el muestreo)
predominan los vientos Alisios y que la circulacion de las masas de agua en el sistema
obedece a la fuerza del viento y a los cambios de marea en el Mar Caribe. Esto hace pensar
que los flujos de agua son mas lentos en la zona centro del sistema y por consiguiente, al no
presentarse un recambio de agua muy fuerte, se favorece el desarrollo de las comunidades
fitoplanctonicas, puesto que estas consumen los nutrientes que se liberan desde el
sedimento por accion de los vientos (Welch, 1992).

Giraldo (1996), encontrdé un comportamiento similar en la distribucion de esta variable
con datos promedios de la época, calculados con informacidon de varios afios anteriores a
1995. Sin embargo en la zona de la desembocadura de los rios, especificamente en la del
Fundacion, los valores reportados por dicho autor resultaron considerablemente mas bajos a
los encontrados en el presente estudio. Lo anterior puede estar indicando, como se
menciono en la interpretacion de los resultados obtenidos con la salinidad, una disminucion
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de la entrada de agua dulce en esta zona, causdndose asi el mismo efecto de baja
circulacion y alta asimilacion de nutrientes, comentado en el parrafo de arriba para la zona
centro del sistema.

Profundidad (Batimetria) y Transparencia (Secchi).

Las medidas resumenes de la variable profundidad (tabla 6) y el mapa de distribucién
calculado con los datos predichos (Fig. 22) confirman lo reportado en estudios anteriores
(Wiedemann, 1973), en los cuales se afirma que la CGSM es un sistema somero, con una
profundidad promedio alrededor de 1.5 m. EIl mencionado mapa revela la presencia de
gradientes positivos en sentido oriente occidente y sur nor-occidente, respectivamente. Este
comportamiento puede estar relacionado con los procesos de sedimentacion que se han
venido presentando en los Ultimos afios cerca al sitio Boca de la Barra (cuadricula 1, Fig.
1) como consecuencia de la disminucién de los flujos de agua que entran al sistema a través
de rios que bajan de la SNSM vy de los canales que comunican con el rio Magdalena.

De otro lado respecto a la variable transparencia, medida por medio de la profundidad
del disco de Secchi (Reid y Wood, 1976) se puede concluir, de acuerdo con los valores
encontrados (tabla 6) y predichos (Fig. 22), que esta es una caracteristica muy homogénea
en el sistema de estudio. Las isolineas de distribucion indican que en general los valores
esperados en este ecosistema no son superiores a 30 cm. Este bajo nivel de transparencia
esta de acuerdo con el resultado encontrado para la variable clorofila “a” (altas
concentraciones en gran parte del sistema, como consecuencia de un aumento en las
entradas de nutrientes), puesto que como lo muestra Welch (1992), la relacion entre estas
dos variables es de tipo inverso. Segun resultados reportados por este autor se espera que
para niveles de visibilidad del disco secchi, inferiores a 1 m se den concentraciones de

(P2

clorofila “a” superiores a 80 pg/l.
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Figura 17. Distribucion espacial de la salinidad del agua en la Ciénaga Grande de Santa Marta durante una jornada de muestreo realizada en marzo de 1997. El mapa de
la izquierda corresponde a los valores en la superficie de la columna de agua y el de la derecha a los niveles en el fondo de la misma.
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Figura 18. Distribucion espacial del oxigeno disuelto (mg/l) en la Ciénaga Grande de Santa Marta durante una jornada de muestreo realizada en marzo de 1997. El mapa
de la izquierda corresponde a los valores en la superficie de la columna de agua y el de la derecha a los niveles en el fondo de la misma.
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Figura 19. Distribucidn espacial de los s6lidos en suspension (mg/l) en la Ciénaga Grande de Santa Marta durante una jornada de muestreo realizada en marzo de 1997.
El mapa de la izquierda corresponde a los valores en la superficie de la columna de agua y el de la derecha a los niveles en el fondo de la misma.
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Figura 20. Distribucion espacial de nitritos (umol/l) en la Ciénaga Grande de Santa Marta durante una jornada de muestreo realizada en marzo de 1997. El mapa de la
izquierda corresponde a los valores en la superficie de la columna de agua y el de la derecha a los niveles en el fondo de la misma.
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Figura 21. Distribucion espacial de clorofila a (ug/l) en la Ciénaga Grande de Santa Marta durante una jornada de muestreo realizada en marzo de 1997. El mapa de la
izquierda corresponde a los valores en la superficie de la columna de agua y el de la derecha a los niveles en el fondo de la misma.
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Figura 22. Distribucién espacial de la profundidad (m) (izquierda) y transparencia (m) (derecha) en la Ciénaga Grande de Santa Marta durante una jornada de muestreo
realizada en marzo de 1997.
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Capitulo Cinco

Temas Especiales

En este capitulo se presentan algunos temas que no aparecen explicitamente en libros
clasicos de geoestadistica, tales como el disefio de redes muestrales o el analisis de
componentes principales sobre variables regionalizadas. Asi mismo se revisa la teoria del
analisis cokriging y de simulacion de fendmenos espaciales, bajo el supuesto de normalidad
multivariada.

5.1. Cokriging Ordinario

Si se tienen dos variables regionalizadas Z,;(x) y Z,> (x) tomadas en sitios de la region de
estudio, no necesariamente iguales, entonces el semivariograma cruzado entre ellas, se
estima por:

1 n
Vo, (h):_2nh >z, -z, Nz, @+ bz, (0} ©

Donde 7, es el nimero de parejas de datos que se encuentran a una distancia h (Bogaert et
al., 1995).
®* Modelo Lineal de Corregionalizacion (MLC)

El MLC asume que todos los semivariogramas simples y cruzados pueden expresarse
como una suma de modelos basicos (exponencial, esférico, gaussiano, etc.) idénticos. Para el
caso de dos variables:

Vv (hy=a v, (hy+tat, ,, (h)

Yoy (=B vy (hy+. By (1)

(10)
Yo (hy=8475 (hy+.46,,7,, ()

donde %;(h) y %2(h) son los semivariogramas simples, %,2(h) es el semivariograma cruzado.
w(h), ¥i(h), . .., ¥u(h) son los modelos basicos de semivariograma y a, J y & son constantes.

Matricialmente:
Y ®) Voo
h ! V2 i
: )E(%lvz(h) 7, (h)J Z %), donde
% 9 ys(h) 0
By= 7=
NERARTCIIEN

I7h) se le conoce como matriz de corregionalizacion.
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® Predictor Cokriging

El método de prediccion espacial cokriging consiste en hacer prediccion espacial de una
variable con base en su informacion y en la de algunas variables auxiliares que este
correlacionadas espacialmente con ella. El predictor cokriging tiene la siguiente expresion en
el caso en el que se considera una sola variable auxiliar:

7y (=) aZ, (oY b7, (x)) (12)
i=l Jj=1

el lado izquierdo de la igualdad en la ecuacidén anterior representa la prediccion de la
variable de interés en el punto xy no muestreado. ZV[ (x,) coni=I, 2, .., n; representa la

variable primaria. Asi mismo, Z, (x ; ) conj=I, 2, ..., ny, representa la variable auxiliar. a;

y b, coni=I 2, . ,ny j=I 2, ... nrespectivamente, representan los pesos o
ponderaciones de las observaciones de las variables primaria y auxiliar y se estiman con base
en el MLC ajustado a los semivariogramas simples y cruzados. Los pesos a; y b; se estiman
de manera andloga al proceso descrito para el método kriging ordinario, es decir estos seran
los que minimizan la varianza del error de prediccion sujeta a la restriccion de que el
predictor sea insesgado. La estimacion de los pardmetros se obtiene resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones (Isaaks y Srivastava, 1989):

Yu(LD) -+ ¥u(mD)  Yuo(LD) -+ Yyo(ml) 1 0)(q ¥%.(01)

Yu(kn) - ¥umn) Y., (ln) - Yu.(mn) 1 0| a, ¥%.(0n)
Yoro(LD -+ Vipo(BD)  ¥o(LD) -+ ¥y(ml) 0 1| b Yona(0)

: : : : : : R | : (13)
Yao(Lm) = Vpo(mm) Yo(Im) - ¥,(mm) 0 1| D, Yina(O)

1 1 0 0 0 0| 4 1

0 0 1 1 0 0\u, 0

La matriz del lado izquierdo contiene los valores de las funciones de semivarianza y de
semivarianza cruzada calculadas para todas las distancias entre las parejas de puntos
consideradas. Las dos ultimas filas de dicha matriz son las correspondientes a la restriccion
de insesgamiento del predictor. a; y b; coni =1, 2, .., nyj =1, 2, ..., m, son los pardmetros
a estimar, W; y MW son los multiplicadores de Lagrange empleados para la restriccion de
insesgamiento y el vector del lado derecho contiene los valores de la funciones de
semivarianza y semivarianza cruzada evaluados para las distancia entre los sitios de
muestreo (de ambas variables) y el sitio donde se desea hacer la prediccion. Las dos tltimas
filas del vector estan asociadas a la condicién de insesgamiento. La correspondiente
varianza de prediccion del método cokriging se calcula como (Bogaert et al, 1995):

(715 = COV(sz(xo ): Z, (xo )) + 4+ Za[COV(Zw (x; ):sz(xo )) + ZlbjCOV(ZVZ (xj ))sz (xo )) (11)

=

i=
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donde W, es el multiplicador de Lagrange empleado para la restriccion dado por la condicion

de insesgamiento (Zai = ]j.

i=1
Cov(Z,,(x,).Z,(x,) =0 — ,..(k,1) es la funcion de covarianza espacial de la variable i,

i=1,2, evaluada para la distancia entre los sitios de muestreo £, .

La ventaja del método cokriging frente al kriging radica en el hecho de que cuando la
variable auxiliar estd ampliamente correlacionada con la variable de interés se puede obtener
un disminucion en la varianza de prediccion, no obstante dicha variable tenga menor
densidad de muestreo. En situaciones en las que la variable objetivo tiene costos altos de
muestreo se recomienda la aplicacion de esta metodologia (Bogaert et al., 1995).

¢ Kriging Probabilistico

Es un predictor basado en cokriging que utiliza como variables predictoras una variable
indicadora y una variable generada a través de la transformacion uniforme.

Sea Z(x;) la variable observada, i = [,2, . . ., n, entonces se definen las siguientes
transformaciones:

1 SiZ(x;)<z

0 Otrocaso

R(Z(x;)
n

b I(xiaz)={

® U(x;)= paratodoi, i=12,. .., n.

con R(Z(x;)) igual al rango (posicion que ocupa dentro de los datos ordenados de menor a
mayor) la i-ésima observacion muestral. La prediccion de probabilidad de éxito en el sitios
de interés esta dada por:

I*(xo): Zﬂ’il(xirz) + ZviU(xi)
i=1 i=l

Los pesos 4; v Vi se estiman mediante el sistema de ecuaciones del método cokriging.

5.2. Analisis de Componentes Principales Regionalizado (ACPR)

El ACPR se fundamenta en la realizacion de analisis de componentes principales (ACP)
(apéndice, seccion 6.4.2) con base en varias matrices de corregionalizacion (seccion 5.1). El
caso mas simple de ACPR es cuando se aplica ACP con base en la matriz de
corregionalizacion a distancia cero (matriz de correlacion tradicional). En este caso la
técnica consiste en generar los ejes principales de la forma tradicional (Manly, 1994),
posteriormente realizar la correspondiente interpretacion de estos en términos de la
variabilidad explicada por cada componente respecto a cada variable original y finalmente
llevar a cabo un andlisis geoestadistico a través de la estimacion de la funcion de
semivarianza y de la aplicacion de algiin procedimiento kriging con base en los datos de los
ejes generados. La interpretacion del mapa de predicciones obtenida sobre los componentes
permite obtener una vision integral del comportamiento conjunto de las variables
consideradas dentro del sistema de estudio.
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El procedimiento se puede realizar con matrices de correlacion obtenidas para diferentes
distancias (fijadas de antemano) y calculadas a través de la funcion de semivarianza,
covarianza cruzada o de correlacion cruzada (si las variables tienen diferentes escalas de
medida se recomienda emplear la funcién de correlacion cruzada). Lo anterior implica que

n . .y . . ,
se deben calcular [2) funciones de correlacion espacial cruzada, siendo z el nimero total de

variables involucradas en el estudio. Esto puede ser una limitante computacional del
método, cuando se incremente el nimero de variables. En la practica se acostumbra a
seleccionar grupos de pocas variables (alrededor de 5, consideradas como las mas
relevantes) que estén muy relacionadas espacialmente y con base en la informacion de estas
hacer el andlisis para dos o tres matrices de corregionalizacion (incluyendo la de distancia
cero).

o Correlacion Intrinseca.

Se dice que un conjunto de variables regionalizadas tiene correlacion intrinseca cuando
la estructura de correlacion de las variables es independiente de la distancia espacial (puede
haber correlacion para distancia cero), es decir cuando las funciones de semivarianza
cruzada, covarianza cruzada o correlacion cruzada, entre las variables, son constantes en
funcion de la distancia. La deteccion de correlacion intrinseca puede hacerse a través de las
variables originales o por medio de los componentes principales generados. En la seccion
6.4.2., se menciona que los ejes principales deben ser independientes, luego se espera que
para cualquier distancia la funcién de semivarianza cruzada entre cualquier para de
componentes principales esté alrededor de cero. En caso contrario habra relacion espacial
entre las variables. Existen dos formas de llevar a cabo el ACPR dependiendo de si las
variables tienen o no correlacion intrinseca.

o ACPR en Presencia de Correlacion Intrinseca.

El algoritmo en este caso se inicia con el calculo de la matriz de corregionalizacion para
distancia cero (matriz de correlacidn clasica) (en las otras distancias no hay correlacion entre
las variables). Posteriormente se aplica el ACP clasico se generan ejes factoriales que
explican, se espera que en un alto porcentaje, la variabilidad contenida en el conjunto total
de variables (idealmente dos o tres componentes deberian explicar mas del 90% de la
varianza total). Con base en la magnitud y le signo de los vectores propios se identifica el
peso de cada variable original en los correspondientes ejes. Finalmente se obtiene un mapa
de distribucion espacial, cumpliendo con las etapas bésicas del analisis geoestadistico, que
permita dar una interpretacion simultanea del comportamiento de las variables involucradas
en el analisis.

o ACPR sin Correlacion Intrinseca.

En este caso se debe establecer en primer lugar un modelo lineal de corregionalizacién
entre las variables originales. Con base en este se calculan varias matrices de
corregionalizacidon (una para cada distancia /4 fijada) y con cada una de ellas se realiza un
ACP clasico. Los resultados obtenidos en cada analisis permiten establecer relaciones entre
las variables que no son observados en analisis clasicos de correlacion .
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5.3. Diseno de Redes de Muestreo

® Seleccion de Variables

Cuando se va a iniciar el estudio de un ecosistema natural, deben establecerse aspectos
referentes a su ubicacion geografica, a las condiciones climaticas, hidricas y geoldgicas del
mismo. La revision debe incluir los antecedentes historicos de las variables ecoldgicas e
incluso los factores econdmicos, socio-culturales y demograficos que enmarcan a la region
de estudio. Todos estos aspectos permiten planear, desde un punto de vista logistico la
realizacion del muestreo.

Podria decirse que existen dos tipos de variables que deben tenerse en cuenta cuando se
realiza un estudio ambiental. Aquellas que estan directamente relacionadas con el fenomenos
ecoldgico de estudio (contaminacidn, calidad del agua, manglar, bentos, plancton, etc.) y
aquellas que permiten decidir respecto a aspectos relacionados con las frecuencia del
muestreo (variables climaticas) y la ubicacion estratégica de sitios de muestreo (por ejemplo
variables hidricas como direccion y velocidad de las masas de agua, fuentes de entrada y
salida, etc)

Asi mismo la seleccion de las variables es consecuencia del tipo de estudio que se quiere
llevar a cabo. Estos pueden ser de linea base, monitoreo y evaluacion. En el primero de estos
no hay antecedentes histéricos respecto al fendmeno de interés, se asume total
desconocimiento respecto a la relacién, comportamiento y distribucién de las variables en
el ecosistema y por consiguiente se debe evaluar un nimero grande de variables, con amplia
intensidad de muestreo en la que se cubra toda la region de estudio, de forma tal que se
pueda caracterizar de manera general el sistema. Si existe conocimiento de la region de
estudio, hay estudios preliminares que posibilitan el planteamiento de estructuras de
correlacion espacial y temporal de las variables y se quieren establecer los cambios que se
estan dando en el ecosistema, por ejemplo por actividades antropicas, es entonces un estudio
de monitoreo. En este caso debe establecerse con base en la informacion disponible tanto la
frecuencia como la ubicacién de los puntos de muestreo. Por ultimo cuando hay
conocimiento del ecosistema respecto al fenomeno de interés y se quieren observar posibles
variaciones muy puntuales respecto al patron temporal o espacial tradicionalmente
observado, el estudio se denomina de evaluacion. En este ultimo caso el objetivo puede ser
el de conservar o mitigar posibles dafios mas que el de hacer diagndstico como en el caso del
monitoreo.

¢ Seleccion de la Red Optima de Muestreo

Como en cualquier procedimiento estadistico en el que se hace inferencia, en
geoestadistica cuando se hace prediccion en sitios o puntos de la regiéon de estudio no
observados, a través de cualquiera de las técnicas kriging, es necesario evaluar la precision
de tal prediccion. Lo anterior se realiza, como se estableci6 en el capitulo 4 y en la seccion
5.1, por medio del calculo de la varianza del error de prediccion. De la seccidon 4.2, para el
caso del kriging ordinario, la varianza de prediccion se calcula por:
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0-2 = Zﬂﬂ}/[() + ﬂ
i=1

Es evidente, de la ecuacion anterior, que la varianza de prediccidon no es constante como
en el caso clasico y que ademas no depende de los valores medidos de la variable sino de su
estructura de correlacion, evaluada a través de la funcidn de semivarianza.

McBratney et al (1981) muestran que, para cualquier densidad muestral, la distancia
maxima entre un punto de observacién y un punto a interpolar es minima cuando la
configuracion de los puntos es hecha en un enmallado triangular, por lo cual bajo esta
distribucion de puntos se obtendran las menores varianzas de prediccion. Sin embargo este
mismo autor y Warrick et al (1986) indican que por razones logisticas referentes a la
ubicacién de los sitios en el campo y minimizacion de recorridos, el enmallado cuadrado es
preferible.

De acuerdo con lo anterior el problema del disefio muestral se limita a establecer para
varias redes de muestreo, de diferentes densidades, con enmallado triangular equilatero o
cuadrado, la relacion entre las varianzas de prediccion méaximas (las obtenidas en el centro
de cada tridngulo o cuadrado) y los costos asociados a ellas. De esta forma se deduce el
costo necesario para alcanzar cierto grado de certidumbre o, a la inversa, la varianza de
prediccion si se prefija el costo.

5.4. Simulacion

A continuacion se describe el método de simulacién de variables regionalizadas con
densidad conjunta normal multivariada (gaussiana) (Cressie, 1993) que se fundamenta en la
técnica de descomposicion de Cholesky (Anderson, 1984).

Z(xl)

Z(?Cz)

Suponga que se desea simular el vector Z(x)= correspondiente a n variables

Z(x,)
aleatorias en n sitios de muestreo de interés x;, x,, ..., x,. Asuma que el proceso estocastico
tiene vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas

.U(xl) 0'12 Cp - Cy
2 Y
E(Z())= alx)=| “ (’fZ) ,ox=|C 2 G eon ¢ = covlzix,) 2y, ).
:u(xn ) Cnl an e Cnn

La matriz de varianzas y covarianzas es descompuesta por el método de Cholesky.
¥ =LL", con L una matriz triangular inferior. Entonces el vector simulado se define como:
7(x)=fix)+ L&, donde & ~ N, (0, 1).

Usando teoremas referentes a la distribucion de combinaciones lineales de vectores con
distribucién normal multivariada (Anderson, 1984) se comprueba que el vector simulado
tiene vector de medias j(x)y matriz de covarianzas X .
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5.5. Aplicaciones

5.5.1. Comparacion de los métodos Kriging y Cokriging con base en resultados de andlisis
espaciales de Variables Fisicoquimicas y Biologicas Medidas en el Estuario Ciénaga
Grande de Santa Marta.

Se emplea la informacion de las variables profundidad (m), secchi (cm), salinidad,
oxigeno (mg/l) y clorofila "a" (ug/l) descrita en la aplicacion 3.3. para mostrar las ventajas
del método cokriging respecto al kriging.

Se menciond en la seccion 4.1. que la técnica cokriging es preferible al kriging cuando
hay informacion de variables auxiliares relacionadas espacialmente con la variable de interés
y ésta ultima tiene altos costos de muestreo. En este caso se usan como variables auxiliares
profundidad, secchi, salinidad y oxigeno y como variable objetivo clorofila "a". Las cuatro
primeras tienen bajos costos de muestreo (son medidas in-situ) mientras que los altos costos
de los insumos de laboratorio necesarios para la obtencion de las medidas de clorofila "a"
pueden ser limitantes del uso de una red de muestreo densa para dicha variable. Aunque no
se presentan en el trabajo los semivariogramas cruzados entre las variables consideradas
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como auxiliares y clorofila "a", estos muestran la presencia de fuertes estructuras de
dependencia espacial entre ellas.

Debido a que la aplicacion del método cokriging resulta dispendiosa cuando se
consideran dos o mas variables auxiliares (es complejo el ajuste del modelo lineal de
corregionalizacion), se decidié tomar la informacién de las variables auxiliares de forma
"condensada" a través del indicador 1GCx(4) (Giraldo, 2002; apéndice, secciéon 6.1),
calculado con base en la informacion dicotomizada de dichas variables.. El criterio para
dicotomizar cada variable fue el de comparacion de cada valor observado con su
correspondiente mediana. Se asigno el valor 1 para valores mayores o iguales que la mediana
y 0 en caso contrario. Se aplico el método cokriging para realizar predicciones de la variable
clorofila "a" con base en sus observaciones e informacion auxiliar del indicador IGCy(4).
Para detectar la eficiencia del método se redujo a aproximadamente la mitad (54 datos) la
informacion original de clorofila "a" (en adelante se denomina a ésta como CLORO 2) y se
dej6 la informacion completa (114 datos) del 1GCy(4).El ajuste del modelo lineal de
corregionalizacion y el calculo de las varianzas de prediccion fue realizado en el software
The Spatial Interpolation of Agroclimatic Data (Bogaert et al., 1995).

¢ Resultados y Discusion

En primera instancia se calcularon semivariogramas simples de las variables CLORO 2
e IGC(4) y los semivariogramas cruzados entre estas tres variables. S6lo se muestra el
semivariograma experimental cruzado (Fig. 23). Este indica que las dos variables
consideradas presentan correlacion espacial inversa, es decir que valores altos de
productividad biologica (alta clorofila "a") estan asociados con valores bajos del indicador
IGC;(4) en zonas circundantes (incluso mayores a 10 km). Los valores bajos del indicador
IGC,(4) estan asociados a magnitudes por debajo de la mediana en las variables profundidad,
secchi, salinidad y oxigeno disuelto (ver tabla de interpretacion del IGC,(4) en el apéndice).
De lo anterior se concluye que zonas con alta biomasa fitoplanctonica estan asociadas a baja
profundidad, alta turbidez y a masas de agua con baja salinidad y bajo nivel de oxigeno (tal
vez como consecuencia del consumo de éste durante las horas del dia).
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Figura 23. Semivariograma experimental cruzado entre las variables clorofila "a" (54 datos) e IGC,(4).
Informacion tomada en marzo de 1997 en la Ciénaga Grande de Santa Marta.

Una vez calculados los semivariogramas experimentales se ajustd el modelo lineal de
corregionalizacion entre las variables CLORO 2 e IGC,(4) (tabla 7), el cual incluye efecto
pepita puro y un modelo esférico. Con base en el modelo lineal de corregionalizacion se
realizaron las predicciones, de la variable CLORO 2, a través del método cokriging en 53
sitios de muestreo (aquellos en los que fue eliminada inicialmente la informacién de clorofila
"a") y se calcul6 la varianza de prediccion maxima, minima y promedio (tabla 8). Utilizando
la informacion de los 54 datos de clorofila "a", se llevo a cabo prediccion en los 53 sitios
restantes a través del método kriging y se calcularon nuevamente las varianzas de prediccion
maxima, minima y promedio (tabla 8). Los resultados obtenidos por estos dos métodos
fueron comparados con la varianza maxima de prediccion obtenida por Giraldo ef al. (2001)
para la variable clorofila "a" utilizando la informacion completa (tabla 8).

Tabla 7. Modelo de corregionalizacion ajustado a los semivariogramas experimentales (simples y cruzado) de
las variables clorofila "a" (V1, 54 datos) e IGC(4) (V2, 114 datos). La informacion original fue medida en una
muestreo realizado en marzo de 1997 en la Ciénaga Grande de Santa Marta.

Modelo Ajustado

(h 131.82 + 535.4 Esférico (8000)

7/\/1 )
7,,(h) 3.89+ 9.59 Esférico (3000)

Y., (h) | -1-18 - 18.70 Esférico (8000)
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Tabla 8. Varianzas de prediccion minima, maxima y promedio ((ug)* /I) para la variable clorofila "a", usando
los métodos kriging y cokriging (con base en informacion auxiliar de la variable IGC(4)). Entre paréntesis se

encuentran la ganancia en precision respecto al método kriging con informacion incompleta.

METODO VARIANZA DE VARIANZA DE VARIANZA DE
PREDICCION PREDICCION PREDICCION
MAXIMA MINIMA PROMEDIO

Kriging con datos en 107 sitios de 379 (25%) 0

muestreo (informacion completa)

Kriging con datos en 54 sitios de 506 (0%) 0 194.147(0%)

muestreo (informacion reducida)

Cokriging con datos en 54 sitios de 488 (4%) 0 190.06 (2.1%)

muestreo para la variable clorofila

"a" y 114 datos para la variable

IGC(4)

De los resultados de la tabla anterior se concluye, como era de esperarse, que la
reduccion en el nimero de observaciones (reduccidén del numero de sitios de muestreo) a
cerca de la mitad, ocasiona un aumento en la varianza de prediccion de la variable
considerada. No obstante dicho aumento es menor cuando se aplica el método cokriging
utilizando como variable auxiliar la variable IGC4(4). Al hacer la prediccion de la variable
clorofila "a" con menos informacion empleando el método cokriging se gana un 4% en
términos de la varianza maxima y un 2.1 % , en términos de la varianza promedio (promedio
de 53 varianzas estimadas), de precision respecto al método kriging con datos incompletos.

Teniendo en cuenta lo anterior y que la variable clorofila "a" presenta altos costos de
muestreo (pasar de 107 sitios a 54 disminuye en mas del 200% (cerca de 2 millones de
pesos) los costos (Giraldo ef al., 2001) se recomienda en este caso la aplicacion del método
de cokriging. Con la conclusion anterior no se indica que el numero 6ptimo de puntos de
muestreo para la variable clorofila "a" en el ecosistema de estudio debe ser 54, solo se
muestra que en los casos en que se tiene informacion de variables auxiliares como las aqui
utilizadas es preferible el uso del predictor cokriging. Un estudio del nimero optimo de
sitios de muestreo requiere del disefio de una red de muestreo. Para lo anterior se puede
consultar Giraldo et al (2001).

5.5.2. Estudio Multivariado del Comportamiento Espacial de Variables Fisicoquimicas y
Biologicas Medidas en el Estuario Ciénaga Grande de Santa Marta.

Se emplea la informacion de las variables salinidad, sélidos en suspension (mg/l),
nitritos (Wmol/1), silicatos (umol/l) y clorofila “a”(ug/1), tomada de la base de datos descrita
en las aplicaciones anteriores, para mostrar el uso de los componentes principales en la
descripcion de la distribucion conjunta de estas.

¢ Resultados y Discusion

Con base en la matriz de correlacion de Pearson clasica (en distancia cero) y aplicando
la metodologia descrita en la seccion 6.4.2. se generaron los ejes factoriales. Los dos
primeros componentes explican el 71% de la variabilidad contenida en las 5 variables
consideradas (tabla 9). Se consideran para el analisis s6lo estos dos componentes. La
funcion de semivarianza cruzada entre los dos primeros componentes principales (Fig. 24
revela que para distancias diferentes de cero hay asociacion entre los ejes principales y por
consiguiente se puede concluir que no existe correlacion intrinseca entre las variables
originales. Lo anterior indica que un estudio exhaustivo de la correlacion entre las variables
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requeriria del célculo de matrices de corregionalizacion para diferentes distancias. En el
documento se presenta solo el caso en que la distancia es cero, puesto que el proposito es
identificar la distribucion espacial de las 5 variables de forma simultanea .

Las variables de mayor importancia en la construccion del primer eje principal son salinidad
(en sentido directo), silicatos y clorofila "a" (en sentido inverso). Andlogamente las variables
de mas peso en la construccion del componente dos son solidos en suspension y clorofila "a"
en sentido directo y nitritos en sentido inverso (tabla 10).

Tabla 9. Porcentajes de varianza explicados por los componentes principales generados con informacion de

cinco variables fisicoquimicas y biologicas medidas en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de
1997.

COMPONENTE | VALOR PROPIO | % DE VARIANZA | % ACUMULADO
1 2.23 44.610 44.610
2 1.34 26.962 71.562
3 0.70 14.124 85.746
4 0.37 7.426 93.172
5 0.34 6.828 100.000

Con la informacion georreferenciada de los dos componentes principales se realizaron
analisis geoestadisticos y se obtuvieron mapas de distribucion espacial (Figs. 25 y 26). El
mapa de distribucion del componente uno (Fig. 25) indica que en gran parte del sistema el
nivel de salinidad esta por debajo del promedio y que seria esperable encontrar alli altas
concentraciones de silicatos y clorofila "a". Hacia la zona norte del sistema se dan por el
contrario magnitudes de salinidad por encima de su promedio y bajas concentraciones de
silicatos y clorofila "a". En resumen podria pensarse, respecto a la informacion aportada por
el primer eje principal, que la productividad bioldgica puede verse favorecida por altas
concentraciones de nutrientes y bajos niveles de salinidad en sitios aledafos.

La informacion aportada por el mapa de distribucion espacial del componente dos (Fig.
26) confirma en gran medida lo descrito respecto a la distribucion espacial de la clorofila "a"
dentro del sistema, es decir concentraciones altas en gran parte del cuerpo de agua y bajos
niveles hacia la zona norte. En este caso se puede concluir que las magnitudes altas de esta
variable estan asociadas a niveles altos sdlidos en suspension y , contrario a lo esperado, a
bajos niveles en el ion nitrito.

Los resultados descritos de forma conjunta a través de la interpretacion de las figuras 25
y 26 son completamente coherentes con los reportados de forma univariada para las
variables originales en la seccion 4.5.1.

Tabla 10. Pesos de las variables en la construccion de los dos primeros componentes principales. Informacion
original medida en marzo de 1997 en la Ciénaga Grande de Santa Marta.

VARIABLE COMPONENTE 1 [ COMPONENTE 2
Salinidad 0.5060 0.4150
Soélidos en Suspension -0.3468 0.5668
Nitritos 0.2084 -0.6219
Silicatos -0.5049 -0.3334
Clorofila "a" -0.5703 0.9140
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Figura 24. Funcion de semivarianza cruzada entre los dos primeros componentes principales generados con
informacion de algunas variables fisicoquimicas y biologicas medidas en marzo de 1997 en el estuario Ciénaga
Grande de Santa Marta.

730'W

MAR CARIBE

C. Clarin

R. Sevilla

C. Grande

. Fundacion

Figura 25. Distribucion espacial del primer componente principal generado con informacion de variables
fisicoquimicas y biologicas medidas en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de 1997.
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Figura 26. Distribucion espacial del segundo componente principal generado con informacion de variables
fisicoquimicas y biologicas medidas en el estuario Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de 1997.

5.5.3. Diseiio de una Red de Muestreo para el Estuario Ciénaga Grande de Santa Marta.

En esta seccion se hace una aplicacion de la metodologia propuesta por McBratney et al
(1981) con el objetivo de disefiar una red dptima de muestreo para la CGSM (ampliamente
descrita en secciones anteriores). En las dos tultimas décadas la CGSM ha venido dando
muestras de deterioro y por ello se han implementado algunas obras civiles que buscan su
recuperacion. Para el monitoreo de los cambios que se estan dando en el ecosistema se hace
necesario contar con un conjunto de sitios de muestreo que haga posible lograr una vision
integrada del comportamiento de las principales variables que rigen sus procesos de
productividad.

Se analizaron datos en la superficie de la columna de agua de las variables temperatura,
salinidad, seston total, profundidad, silicatos, clorofila, oxigeno disuelto, nitritos y clorofilas
“a” y "c" tomados en los mismos puntos de muestreo descritos en la seccion 3.3.

Se simularon redes de muestreo con cuadriculas de 4, 9, 16, 25 y 36 km?,
respectivamente (Fig. 27) y se estimaron las correspondientes varianzas de prediccion de
cada variable en cada época tomando como base los modelos de correlacion espacial
estimados en la seccion 3.3.

La comparacién del error estandar de prediccion y de los costos asociados al muestreo
de cada variable en cada red, posibilitdé el establecimiento de un conjunto de sitios de
muestreo Optimo bajo estos dos criterios.
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Figura 27. Redes de muestreo bajo las cuales se hicieron las estimaciones de las varianzas de prediccion de
cada una de las variables consideradas, asumiendo los modelos de semivarianza estimados. Distancias entre
puntos de muestreo: a) 2000 m; b) 3000 m; ¢) 4000 m; d) 5000 m y e) 6000 m.

¢ Resultados y Discusion

Si bien es posible que en la fecha del muestreo se estuviese dando un fendémeno de
intervencion debido a los cambios climatolégicos dados en el afio inmediatamente anterior a
este, para los propositos del trabajo esto no resulta ser un inconveniente puesto que de hecho
se asume que el establecimiento del conjunto dptimo de puntos de muestreo no depende de
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la magnitud de la variables sino de la estructura de dependencia espacial presente en la
region de estudio para cada una de ellas.

Como era de esperarse los errores estandar de prediccion estimados son crecientes en
funcion de la distancia que existe entre los puntos de muestreo (tabla 11). La variable en la
cual se consigue mayor ganancia relativa en precision al pasar de la red menos densa (Fig.
27 e), a la méas densa (Fig. 27.a) es la salinidad. En dicha variable se consigue aumentar en
un 35 % la precision (tabla 12). Otras variables como temperatura, oxigeno disuelto, silicatos
y clorofila “a” tienen aumentos en precision que oscilan entre 15.9 y 23.8 % (tabla 12). Por
ultimo en las variables profundidad, nitritos, seston total y clorofila "c¢", s6lo se consigue
aumentar la precision en porcentajes que estan entre el 5,7 y el 10.1 % (tabla 12).
Obviamente si se comparan las redes intermedias, redes con distancias entre puntos de
muestreo de 3000, 4000 y 5000 m (Fig. 27.b, 27.c y 27.d), con la red de 6000 m (Fig. 27.¢e),
resultan mucho menores los incrementos relativos en precision (tabla 12).

Tabla 11. Error estandar (raiz cuadrada de la varianza) de prediccion maxima de cada variable considerada
para redes de muestreo con cuadriculas de 4, 9, 16,25 y 36 km>.

TAMANO DE LA RED
Variables (Distancia entre los puntos de muestreo en metros)
2000 3000 4000 5000 6000
Profundidad (m) 0.2825 0.2874 0.2930 0.3002 0.307
Temperatura (°C) 0.6380 0.6690 0.7046 0.7632 0.8373
Salinidad 0.9096 1.0511 1.1676 1.2965 1.4075
Oxigeno disuelto (mg/L) 1.5145 1.5917 1.6752 1.7977 1.9431
Seston total (mg/L) 35.6363 36.4021 37.0459 37.8076 38.5197
Nitritos (umol/L) 0.2832 0.2875 0.2913 0.2958 0.3003
Silicatos (umol/L) 47.6524 50.207 52.3806 54.6797 56.6932
Clorofila a (ug/L) 19.4634 21.2041 22.5233 23.5582 24.2163
Clorofila ¢ (ug/L) 6.1071 6.2977 6.4536 6.6336 6.7967

Tabla 12. Ganancia en precision en porcentaje (cociente entre los respectivos errores estandar de prediccion)
de cada una de las redes de muestreo (observada y simuladas) en cada variable respecto a la red de 6000 metros
(la menos densa).

TAMANO DE LA RED
Variables (Distancia entre los puntos de muestreo en metros)
2000 3000 4000 5000 6000
Profundidad (m) 8.0 6.4 4.6 2.2 0
Temperatura (°C) 23.8 20.1 15.8 8.8 0
Salinidad 354 25.3 17.0 7.9 0
Oxigeno disuelto (mg/L) 22.1 18.1 13.8 7.5 0
Seston total (mg/L) 7.5 5.5 3.8 1.8 0
Nitritos (umol/L) 5.7 4.3 3.0 1.5 0
Silicatos (umol/L) 15.9 11.4 7.6 3.6 0
Clorofila a (ug/L) 19.6 12.4 7.0 2.7 0
Clorofila ¢ (ug/L) 10.1 7.3 5.0 2.4 0
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Figura 28. Costos de muestreo de variables fisicoquimicas y bioldgicas en la Ciénaga Grande de Santa Marta,
segun diferentes espaciamientos entre sitios de muestreo (se asumen muestreos sistematicos de cuadriculas).

De otro lado si se estudian los costos de muestreo asociados a cada variable bajo cada
una de las densidades muestrales (Fig. 28), se observa que existe considerable diferencia,
con excepcion de las variables temperatura, profundidad y salinidad, entre la red de 2000 m
y las restantes respecto a dichos costos. Para algunas de las variables (oxigeno disuelto,
silicatos y clorofilas) pasar de la red de 3000 m a la 2000 m, implica incrementar el costo de
muestreo de cada una de ellas en mas de $300000

En conclusion para las variables temperatura y salinidad seria mucho mas conveniente
hacer un muestreo intensivo (red mas densa) dado que se consigue, comparando con la red
menos densa, aumentar la eficiencia en  porcentajes considerables (23 y 35%,
respectivamente, tabla 12), con costos netos que se incrementan sélo alrededor de $100000
(Fig. 28). En la variable profundidad, si bien los costos de muestreo no se incrementan
significativamente (Fig. 28), es més aconsejable muestrear en la red menos densa dado que
la eficiencia se incrementa en maximo un 7% al compararla con las restantes redes (tabla
12). En las variables nitritos, seston total y clorofilas "a" y "c¢" hay poco aumento de la
eficiencia al pasar de la red de 6000 m a otras con mayor niumero de puntos (tabla 12) y por
el contrario los costos, especialmente en la red de 2000 m, tienen aumentos considerables,
lo que hace que se planteen las redes menos densas (5000 m y 6000 m entre puntos de
muestreo) como las mas adecuadas para el seguimiento de estas variables. En las restantes
variables (oxigeno disuelto, silicatos y clorofila “a”) es un poco mas compleja la decision
dado que se obtienen aumentos considerables en los costos (Fig. 28), pero también
incrementos de eficiencia (tabla 12). De todas formas es claro que se debe descartar en este
caso la red con distancias entre puntos de muestreo de 2000 m dado que entre esta y la red de
3000 m, la eficiencia relativa aumenta en un maximo del 8 % (tabla 12) con costos que se
duplican o triplican para algunas variables (Fig. 28).
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Apéndice

6.1. Indicador IGC;(P).

Suponga que se tiene informacion dicotomica sobre P variables en n sitios de muestreo.
La estructura de esta informacion se presenta a continuacion:

Sitio X Y V, v, -V,
I x, y, 06 0 01
2 x, y, 061 061 - 096
3 x; y; 006 0 0
n x, y, 00l 061 - 001

donde X'y Y representan las correspondientes coordenadas de ubicacion geografica (grados,
planas o cartesianas), V;, . . ., V,, son P variables que indican la presencia (1) o ausencia (0)
de la caracteristica. Si las variables observadas son cuantitativas se pueden categorizar baja
diversos criterios. Uno de los mas empleados es el de comparacion de cada valor con su
correspondiente mediana muestral.

La informacion referente a tales variables puede presentarse en una matriz de la siguiente
estructura:

i Mo = Mhp
Thi My =+ Thp

Si lavariable j en el sitioi cumple

n; = el criteriode dicotomizacion
0 en otro caso

i Mo - The

Se define el indicador del nimero de "éxitos" por sitio como:

P
Znij =Me  Yii=1--,n
=1

y el indicador del nimero de "exitos" par la variable j como:

anj :77.J- » Vj,j=12,--P
Jj=1
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Ademas sea:

P J o Sin =1
K. =>0;, donde J,= _
Jj=I 77,-. —P Sl 771-1- :0

El indicador IGC,(P) en el sitio i-ésimo se calcula como:

IGG(P)=P(P-2)+ 1, + K; ~ h(P,1}..)

donde:
-2P Sin, =0
h(P’ 77i-)= 0 Si e =1
(am_bmp) Sim:nio_Z y 771":2’3"”’P
a, =
con : , m=1,2
a, =a,  + (mz + m)
b, =—1
y 0 m:],z,"'

bm :bm—l +(m_]) ’

En la tabla 13 se presentan los valores los valores de a, , b, y h(p, 7, ) necesarios para el

calculo de la variable IGC4(P) cuando el nimero de presencias de especies esta entre 2 y 15.

Tabla 13. Valores de a,, y b,, enlaecuacion 6 para 1, =2,3, ..., 15. P es el nimero de variables de tipo
resencia - ausencia consideradas.

Mie m a, b, (am _me)
2 0 0 1 P

3 | 2 1 (2+p)

4 2 8 8

5 3 20 (20-2p)
6 4 40 (40-5p)
7 5 70 (70-9p)

8 6 112 14 (112-14p)
9 7 168 20 (168-20p)
10 8 240 27 (240-27p)
1 9 330 35 (330-35p)
12 10 440 44 (440-44p)
13 1 572 54 (572-54p)
14 12 728 65 (728-65p)
15 13 910 77 (910-77p)
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Para ilustrar el calculo de la variable IGC(P), se presenta en la tabla 14 el caso particular de
P = 4. Se utilizan todos los posibles arreglos de ceros y unos que se pueden formar con 4
datos.

Tabla 14. Calculo de los valores de la variable IGC;(4) con todos los posibles arreglos formados con 4
simbolos de dos tipos (ceros y unos).

ARREGLO | Wi | Wiz | Tz | Mg | Thie S | G2 | O3 | Ou K, |P(P-2)|IGC(P),
1 0 0 0 0 0 -4 -4 -4 -4 -16 8 0
2 1 0 0 0 1 1 -3 -3 -3 -8 8 1
3 0 1 0 0 1 -3 2 -3 -3 -7 8 2
4 0 0 1 0 1 -3 -3 3 -3 -6 8 3
5 0 0 0 1 1 -3 -3 -3 4 -5 8 4
6 1 1 0 0 2 1 2 -2 -2 -1 8 5
7 1 0 1 0 2 1 -2 3 -2 0 8 6
8 0 1 1 0 2 -2 2 3 -2 1 8 7
9 1 0 0 1 2 1 -2 -2 4 1 8 7
10 0 1 0 1 2 -2 2 -2 4 2 8 8
11 0 0 1 1 2 -2 -2 3 3 8 9
12 1 1 1 0 3 1 2 3 -1 5 8 10
13 1 1 0 1 3 1 2 -1 4 6 8 11
14 1 0 1 1 3 1 -1 3 4 7 8 12
15 0 1 1 1 3 -1 2 3 4 8 8 13
16 1 1 1 1 4 1 2 3 4 10 8 14

Se observa en la tabla anterior que el IGC4(4) es una variable discreta mondtona
creciente con valores entre 0 y 14. Para este caso los valores del indicador definen
puntualmente, excepto cuando el IGC,(4) igual a 7, lo ocurrido respecto al nimero de unos y
a la posicion de los mismos dentro de las sucesiones. Valores del IGC,(4) entre 1 y 4 indican
que hubo un solo uno en la sucesion y cada numero revela la posicion que éste ocupa en la
misma. Valores entre 5 y 9 corresponden a sucesiones en las que hubo dos unos, con IGC,(4)
igual a 5 cuando los dos unos estan en las primeras dos posiciones de las sucesion ordenada
y a 9 cuando estan en las dos ltimas. Los valores 6, 7 y 8 reflejan la transicion de las dos
primeras a las dos ultimas posiciones. Valores entre 10 y 13 indican que hubo tres unos y
cada uno de estos valores corresponde a una unica sucesion. El valor del IGC4(4) sera 10
cuando los unos estén en las tres primeras posiciones e igual a 13 cuando estén en las tres
ultimas. Los valores 0 y 14 se obtendran cuando en la sucesion no haya unos o todos los
valores sean iguales a uno, respectivamente.

6.2. Algebra de Matrices.

La gran mayoria de métodos estadisticos, incluyendo la geoestadistica, pueden ser
tratados de forma mucho mads sencilla a través del uso del dlgebra de matrices. Por ésta razon
es util, si no esencial, tener un cierto conocimiento minimo de ésta area de las matematicas.
Lo anterior es cierto siempre y cuando el interés sea usar los métodos como una herramienta.
La notacién del algebra matricial algunas veces puede resultar desanimante. Sin embargo, no
es dificil entender sus principios basicos.
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6.2.1. Matriz

Una matriz A de tamafo (mxn) es un arreglo rectangular de m filas con n columnas.

a11 a12 . . . ad1n

a1 ansn . . . ao2n
A=

Aml a4m2 . . - aAmn

6.2.2. Suma y Producto de Matrices

El procesos aritmético de adicion, sustraccion, multiplicacion y division tiene sus contraparte
con matrices. Si A y D son dos matrices de orden 3x2, entonces su suma se define como:

aj]  ap dip dip ajp+dy; app +dpp
A+D=|ap; ap|+|dy dpp| = |ap;+dy; apy+dpy
az] asp d3p dp3 a3l +d3; azp+dsp

En el caso de la multiplicacion se debe cumplir que el nimero de columnas de la primera
matriz sea igual ala nimero de filas de la segunda.
i A 2.ajibjl X ajibiy X ajibis
AeBo (P11 b1z bi3) b b b.
|82 8ty by T 2.azibjl 2 azibip  Xaibis
a3z] a3 2.a3bip 2azibiy  X.a3ibiz

6.2.3. Inversa y Determinante de una Matriz.

Si k es un niimero, es cierto que & x &' = 1. De forma similar si A es una matriz
cuadrada (namero de filas igual al nimero de columnas) su inversa es A", donde AA™ =
A'A =1, con1igual a la matriz idéntica (matriz de unos en la diagonal y cero por fuera de
ella). Un ejemplo de matriz inversa es:

(2 1)‘1 _(2/3 —1/3}
1 2) \-1/3 2/3
Esto puede comprobarse observando que:

(2 lj (2/3 —1/3) (1 Oj
[ =
I 2 -1/3 2/3 0 1
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la inversa de una matriz 2x2, si existe, puede determinarse facilmente por medio del

siguiente calculo:
-1 a —a
(all alzJ (24 T2

ar; axp) ‘32% al%

Donde A = ajjax - ajpay;. La cantidad A es llamada el determinante de 1a matriz. Claramente
la inversa no esta definida si el determinante es igual a cero. Con matrices grandes el calculo
de la inversa es tedioso y se debe usar un programa de computo para realizarlo.

6.2.4. Valores y Vectores Propios.
Dada una matriz A de orden (n x n), si existe un vector x (n x 1) y un numero A tal que

Ax=2Ax. 6 (A-ADx=0

donde I es la matriz idéntica de orden (n x n) y 0 es un vector (n x 1), entonces se llama a A
y X, respectivamente, valor y vector propio de la matriz A. Pueden encontrarse hasta n
valores propios y hay tantos vectores propios como valores propios se encuentren. Los
valores de A deben satisfacer que el determinante de A - AI = 0. Los vectores propios se
calculan después de reemplazar los valores propios encontrados en la expresion Ax = Ax. Al
igual que con la inversa, para matrices grandes se debe emplear un software especializado
para su obtencién. A continuacidon, a manera de ilustracion, se realiza el calculo de los
vectores y valores propios de una matriz de orden 2 x 2.

6 3
Sea A = , entonces
3 4

|A—M|=O:>(6 3j—x(1 szo
3 4 0 1
6 3) (x Oj‘o
34) (o M|
6-2) 3 |
3 (4—%)‘ =0

(6=2)(4—=1)—9=0
A2 —10AL+15=0

-b+ b2 —dac
2a

A=
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\_~C10) + /100 -4(15)  10++/40
- 2 2
A=81623, A=18377

Para cada valor propio existe un vector propio, el cual se obtiene reemplazando el valor
propio correspondiente en la primera expresion de la pagina anterior y usando la condicion
de que los respectivos vectores propios estén normalizados.

X
Un vector x = ( lj se dice que esta normalizado si satisface que wlx% + x% =1.
X2

Teniendo en cuenta lo anterior se calculan los vectores propios de la siguiente forma:

(A - }LI)X— 0

(6—A)x] +3x2 =0
31 +(4-A)xp =0

Restando las dos ecuaciones anteriores y factorizando, obtenemos:
X1 (6-A-3)+x2(3-4+1)=0
X13=A)+x2(-1+A)=0

_(1=-Mxy
- (3-)

X1

Entonces para A = 8.1623 y A = 1.8377 se tiene respectivamente:

x;=13847x, 'y x1 =-0.7207x; . Ahora utilizando la restriccion de que los vectores
estén normalizados se obtiene:

X =(13847)°(1- 3
x? +(13847)% x7 = (13847)°

x%(1 + 1.38472) _ (13847)2

2
1.384 1.384
x? =L7)2 = xy=——297 038107
(1 + 13847 ) ,/(1+1.38472)
Reemplazando el valor de x;, obtenemos que x, = xp__ 08107 =0.5855.

13847 13847
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. . . Xq 08107
Luego el vector propio asociado al valor propio A = 8.1623 es =
X9 0.5855
Efectuando un procedimiento similar se puede comprobar que el vector propio asociado al
. X1 —0.5847
valor propio A = 1.8377 es =
X9 08113

En resumen dada la matriz del ejemplo entonces se puede comprobar que:
(6 3) (8.1623 0 j (0.8107j B (Oj
3 4 0 81623/ \05855) 0
y, con el segundo valor y vector propio, que
(6 3) (1.8377 0 j (—0.5847) B (Oj
3 4 0 18377) \ 08113 ) 0
6.3. Conceptos de Probabilidad
A continuacion se presenta una revision no exhaustiva y a manera introductoria de conceptos
basicos de la teoria de probabilidades. Un estudio profundo y formal de estos se puede hacer
en Mood et al (1963) .
6.3.1. Variable Aleatoria
Si X es una funcidon que le asigna a cada uno de los resultados de un experimento aleatorio
(aquel cuya respuesta no puede ser establecida de antemano) un niimero real, entonces X se
llama una Variable Aleatoria. Estas pueden ser discretas o continuas.

6.3.2. Funcion de Probabilidad

Si X es una variable aleatoria discreta. Se llamard a f(x) = P (X = x) funcién de probabilidad
de la variable aleatoria X, si satisface las siguientes propiedades:

i. f(x)20 VxeRy

ii. Y flx)=1.

Si existe una funcion f(x) tal que:

i. f(x)20, —eo<x<oo
il. J_if(x)dxz]
iii. Pla<Xxb)= j: f(x)ix para cualquier a y b, entonces f(x) es la funcion de densidad de

probabilidad de la variable aleatoria continua X.
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La funcion de probabilidad acumulada, notada como F(x), es igual a P(X <x) y se evalta a
través de una sumatoria o de una integral dependiendo de si X es discreta o continua.

6.3.2.1. Valor Esperado y Varianza

Si X es una variable aleatoria, el valor esperado de una funcién de la variable aleatoria X,
g(X)esta dado por:

Z glx)f(x) X discreta

E(g(X))=1
) _LO g (x)f (x)dx X continua

como caso particular,

fo (x) X discreta
E(X)=pu=1 >
L xf (x)dx X continua

La varianza de la variable aleatoria X esta definida como:

2 ( : Z(x—lu)zf(x) X discreta
ViX)=0"=E(X —u)f =1 ~
_Eo (x - ,U)Zf (x)dx X continua

La raiz cuadrada de la varianza se denomina desviacion estandar y se denota por O .
Se cumple que:

E(aX)=aE(X), con a constante

E(aX +b)=aE(X)+b, con ay b constantes
V(aX)=a’v(X) y a constante
(x)=E(x?)-[E(x )P

Sl
<

6.3.2.2. Funcion de Probabilidad Binomial y Normal.

Modelo Binomial

Suponga que hay un experimento que consiste en examinar #n individuos y evaluar o medir
en cada uno de ellos si tienen o no una caracteristica dada (s6lo hay dos posibles
resultados).Sea p la probabilidad de "éxito” y ¢ = I-p la de "fracaso™ en cada uno de los n
ensayos. Se asume que esta probabilidad es constante en cada uno de ellos.
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Sea X = Numero de éxitos en los n ensayos, entonces asumiendo conocido p entonces es
posible establecer las probabilidades de ocurrencia de cada evento mediante la siguiente
ecuacion, denominada modelo de probabilidad binomial:

P(X:x)zm P-p  x=0,1,2,...n
X

En este modelo:

u=E(X)=np
o’ =V(X)=np(1-p)

Modelo Normal

El modelo de probabilidad normal (Gaussiano) es tutil para encontrar las probabilidades
asociadas a eventos de variables aleatorias cuyas distribuciones de frecuencias son simétricas
alrededor del valor promedio. Algunos ejemplos de este tipo de variables aleatorias son los
siguientes:

Sea W el valor promedio de la variable (E(X)) y * su correspondiente varianza (V(X)), entonces
las probabilidades de ocurrencia de eventos asociados a los posibles resultados de la variable
estudiada pueden ser encontrados usando la siguiente expresion, llamada modelo de
probabilidad normal:

Obviamente resultaria muy dispendioso tener que calcular estas integrales para cada valor de
a, b, L y o . Por esta razon se acude a un procedimiento llamado estandarizacion, el cual

consiste en hacer la transformacion ,_X-#. La variable anterior tendra (si la distribucion
o

de frecuencias de X se ajusta a un modelo de probabilidad normal con media | y varianza

6%) una distribucion de frecuencias que se ajusta a un modelo de probabilidad normal con
media cero y varianza uno, es decir que:

23 _lzz
P(aSXSb)z((HJSZS(HDz(ZI<Z<zz)= J%@ 2
(o2 o ;, T

La ecuacion anterior también puede resultar dificil de evaluar, sin embargo para cualquier
valor de a, b, L y ¢ las correspondientes probabilidades pueden hallarse, sin necesidad de
resolver la integral, empleando la fabla de distribucion acumulada normal estandar que
aparece en los textos de estadistica.

6.3.3. Funcion de Probabilidad Bivariada.

Si X y Y son dos variables aleatorias discretas. La probabilidad de X = x y Y =y esta
determinada por la funcion de probabilidad bivariada f(x,y)= P[x =x, Y = y] donde :

1. f(x,y)Z(),Vx,ye Ry, Ry

11. Zz_f'(x,y)= 1
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Si existe una funcion f(x,y) tal que la probabilidad conjunta:

Pla<X <b,c< Y<d]=jbflf(x,y)dydx

para cualquier valor de a, b, ¢ y d en donde f(x,y)20, —o<x,y<eo y [ [7 flxylyax=1,
entonces f(x,y) es la funcion de probabilidad bivariada de X y Y.

La funcion de probabilidad acumulada F(x,y) esigual a P[x <x,Y < y] y se evallia a través de

una doble sumatoria o de una doble integral dependiendo de si las variables aleatorias son
discretas o continuas, respectivamente.

6.3.3.1. Funcion de Probabilidad Marginal

Si X y Y son dos variables aleatorias con funcion de probabilidad conjunta f(x,y). Las
funciones de probabilidad marginales de Y y Y estan dadas por

f)=Y rlx.y)

si X y Y son variables aleatorias discretas

f)=>rlx.y)
0 por

F@)=[" sl vy
F0)=[ flx yax)

si X y Y son variables aleatorias continuas

6.3.3.2. Funcion de Probabilidad Condicional

Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta f(x,y). La funcién de
probabilidad condicional de la variable aleatoria X, denotada por f(x/y), para un valor fijo y
de Y, esté definida por:

Flxrs y)zM, donde f(y) es la funcién de probabilidad marginal de Y de manera tal que

()
fy)>o .

De manera analoga, la funcion de probabilidad condicional de Y para un valor fijo x de X se
define como:
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fly/ x):M, donde f(x) es la funcion de probabilidad marginal de X de manera tal que

f(x)
flx)>o0 .

6.3.3.3. Independencia Estadistica.

Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta f(x,y). X y Y son
independientes si y solo si:

fley)= 1))

donde f(x) y f(y) son las funciones de probabilidad marginales.

6.3.3.4. Valor Esperado, Varianza y Covarianza

Sean X y Y dos variables aleatorias que se distribuyen conjuntamente. El valor esperado de
una funcion de X y Y, g(x,y), se define como:

z Zg(x,y)f(x,y) si X yY son discretas

Eglx,v))=q 7
j_w j_w g(x,y)f(x, y)dydx si X yY son continuas

La covarianza entre X y Y, denotada por Cov (X, Y), se define como:
E[(X =y XY = gy )= E(XY = Xty = Ypuye + prypay) = E(XY) - E(X)E(Y)
donde 4y y My representan los valores esperados de X y Y respectivamente.

Si la covarianza de X y Y se divide por el producto de las desviaciones estdndar de X y Y,
el resultado es una cantidad sin dimensiones que recibe el nombre de coeficiente de
correlacion y se denota por p(X,Y).

Cov(X,Y)
O xOy

p(X,Y)=

6.3.3.4.1. Propiedades del Valor Esperado y la Varianza.

Si X y Y son dos variables aleatorias con densidad conjunta, entonces se cumple que:

1. Ex +Y)=E(X)+ E(Y)

2. V(x2Y)=V(X)+V(Y)£2Cov(X,Y)
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3. V(iai)(i)z Zn:iaiajCov(Xi,Xj).
i=1

i=] j=I
Observacion: Covl(X;, X;)=CovlX,.X,) y Cov(xX, X,)=V(X;)
Como caso particular:

Vie, X, +a,X,)=aV(X,)+ a3V (X,) £ 2Cov( X, X,)
3. Si E(x)=E(Y), entonces éE[(X -Y)? ]: é V(Xx)+ é V(Y)- Cov(X,Y).

6.4. Algunos Métodos Estadisticos.
6.4.1. Regresion Simple

En el modelo de regresion simple se establece una relacion lineal entre la esperanza
condicional de una variable aleatoria Y dados unos valores fijos de una variable X.

Modelo Poblacional
V=0 +Bx; +¢&
E(Y/X,)=Y, =By + Bx,
Y; : i-ésimo valor de la variable respuesta o dependiente en la poblacion
X; :i-ésimo valor de la variable predictora o independiente en la poblacion
B, v B, son parametros poblacionales que representan el intercepto y la pendiente,

respectivamente
£; :1-ésimo error aleatorio en la poblacion.

Supuestos del Modelo.

Modelo Muestral

Vi =By + Bix; +e
yi=yite

Yi : 1-ésimo valor de la variable respuesta en la muestra
X; : i-ésimo valor de la variable predictora .
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ﬂo y ,B ; son las estimaciones de los parametros con base en la informacion muestral.
é; : 1-ésimo erro muestral.

Estimacién de 2, y 3,

Uno de los métodos de estimacion de los parametros es el de minimos cuadrados, que
consiste en encontrar los estimadores que hacen minima la suma de cuadrados de los errores,

n n

. , ~ ~\2

es decir aquellos valores que hacen més pequefia Y &/ = (Y,. - Yi)
i=1 i=1

gl = (Y,- -7, )2 =>(v, - B, - B, x;)° . Derivando € igualando a cero se obtiene:
i=1 i=1 i=1
J 8’? n azgiz n
=L = _2N'(v,-B,-B,x,)=0 =L N x (Y. - B, - Bx.) =0.
aﬂ() ;( i ﬂO ,lel) y aﬂ] ; 1( i 130 ﬂ]xl)

Al simplificar las dos ecuaciones anteriores y distribuir las sumas se tiene:

n n
Zyi =nf, + ﬁlzxi
i=1 i=1

n n n 2
inYi Zﬁozxi +ﬂ12xi
i=1 i=1 i=1

Las dos ecuaciones anteriores se conocen como ecuaciones normales. Dadas las
realizaciones y,,y, ...,», las ecuaciones pueden resolverse para encontrar los estimados de
los parametros:

n ” ” n
Z)’; =np) + ﬂzzx;
i=1 i=1

f=/3’o+/3)137
Bo :f—lgﬁ?

n n n

- A= p 2
inyi =(y—ﬁIX)Zx,~ +1812xi
i=1 i=1

i=1

n n

" Zyi i in " o
inyi == - B e in +ﬁ12xiz
i=1 i=1 i=1

n n
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Se puede demostrar que los errores estandar estimados de los estimadores de los pardmetros
corresponden a:

=

i=1

6.4.2. Analisis de Componentes Principales.

El andlisis de componentes principales es uno de los métodos multivariados mas
difundidos, que permite la estructuracién de un conjunto de datos de multiples variables de
una poblacion, cuya distribucion de probabilidades no necesita ser conocida (Lebart et al.,
1995).

Se trata de una técnica matematica que no requiere un modelo estadistico para explicar
la estructura probabilistica de los errores. Sin embargo, si es posible suponer que la
poblacion muestreada tiene una distribucion conjunta normal multivariada, podréa estudiarse
la significacion estadistica de los componentes y sera posible utilizar la muestra
efectivamente observada para efectuar pruebas de hipotesis, que contribuyan a conocer la
estructura de la poblacion original, con un cierto grado de confiabilidad, fijado a priori o a
posteriori (Pla, 1986).

Los objetivos mas importantes del analisis de componentes principales son:

i. Generar nuevas variables que puedan expresar la informacidon contenida en el grupo
original de datos.

ii. Reducir la dimensionalidad del problema que se esta estudiando, como paso previo para
futuros analisis.

iii. Eliminar, cuando sea posible, algunas variables originales, en el caso de que aporten poca
informacion.

Este analisis se basa en una transformacion lineal de las observaciones originales. Esta
transformacion es conocida en el campo del algebra vectorial como generacion de vectores y
valores propios. Las nuevas variables generadas se llaman componentes principales y poseen
algunas caracteristicas estadisticas deseables, tales como la independencia (cuando se asume
la multinormalidad) y en todos los casos la no correlacion. Esto significa que si las variables
originales no estan correlacionadas, los componentes principales no ofrecen ventaja alguna.
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Generacion de los Componentes Principales

Se ha dicho que los componentes principales tienen ciertas caracteristicas que son
deseables:

a) Los componentes principales no estdn correlacionados.

b) Cada componente principal sintetiza la méxima variabilidad residual contenida en los
datos. Es decir, el primer componente sintetiza la maxima variabilidad posible en el
conjunto de datos originales; el segundo componente sintetiza la maxima variabilidad
restante, sujeta a la condicion de no correlacion con el primer componente, y asi hasta el
p-€simo componentes.

c) Cada componente contiene informacion de todas las variables pero en diferentes

proporciones.
Matricialmente se expresa la generacion de los componentes a través de:
_ -1
Yip) = X () L) Plpwp)
donde :

Y: Matriz cuyas columnas representan las nuevas variables (componentes principales).
Estas tienen la propiedad de ser no correlacionadas.

X: Matriz de datos originales

L: Matriz de vectores propios de: a) X' X, si X es la matriz de datos originales; b) S (matriz
de varianzas y covarianzas) si X es centrada; c) R (matriz de correlacion) si X estd
estandarizada.

D: Matriz diagonal con valores en la diagonal iguales a la raiz cuadrada de los valores
propios de X'X , So R.

La transformacion lineal para generar los componentes principales (matriz Y) se fundamenta
en el proceso de diagonalizacion de una matriz, XX ,SoR, segun el caso, a través del
teorema de descomposicion del valor singular
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